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Resumo
A teoria da relatividade geral preveˆ soluc¸o˜es tipo buraco negro, as quais sa˜o caracteriza-
das pela existeˆncia de um horizonte de eventos. Como exemplo, podemos citar a me´trica
obtida por Ba˜nados-Teitelboim-Zanelli (BTZ), que e´ uma soluc¸a˜o da gravitac¸a˜o em (2+1)-
dimenso˜es, em que se considera uma constante cosmolo´gica negativa. Nos u´ltimos anos,
buracos negros na˜o-comutativos teˆm sido investigados na literatura por muitos autores.
Em particular, a me´trica BTZ na˜o-comutativa foi obtida considerando-se a equivaleˆncia,
que existe em treˆs dimenso˜es, entre gravitac¸a˜o e a teoria de Chern-Simons, que e´ uma
teoria quaˆntica de campos topolo´gica em treˆs dimenso˜es, e usando-se o mapeamento de
Seiberg-Witter com a soluc¸a˜o em (2 + 1)-dimenso˜es. A presenc¸a de divergeˆncias na teoria
quaˆntica de campos leva a considerar a possibilidade de modificar o princ´ıpio da incerteza
de Heisemberg, introduzindo uma escala de comprimento fundamental, e esta modifica-
c¸a˜o geram correc¸o˜es nas propriedades termodinaˆmica de buracos negros. Um dos efeitos
associados a`s soluc¸o˜es tipo buraco negro, independente da dimensa˜o do espac¸o-tempo, e´
a emissa˜o te´rmica (Radiac¸a˜o Hawking), a qual e´ vista como um processo de tunelamento
devido a`s flutuac¸o˜es do va´cuo que acontece na regia˜o pro´xima ao horizonte de eventos.
Neste trabalho, com o objetivo de investigar as correc¸o˜es devido a na˜o comutatividade
e ao princ´ıpio da incerteza generalizado, consideramos a me´trica BTZ na˜o-comutativa.
Para tanto, usamos o formalismo de tunelamento via me´todo de Hamilton-Jacobi.
Palavras-chave: Buraco negro BTZ. Na˜o-comutatividade. Correc¸o˜es quaˆnticas.
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Abstract
The general relativity theory predicts black hole type solutions, which are characterized
by the existence of an event horizon. As an example, the metric obtained by Ban˜ados-
Teitelboim-Zanelli (BTZ), which is a soluton of the gravitation in (2 + 1)-dimensions in
what is considered a negative cosmological constant. In recent years, noncommutative
black holes have been investigated by many authors in the literature. In particular, the
BTZ metric non-commutative was obtained considering the equivalent, which exists in th-
ree dimensions, between gravitation and Chern-Simons theory, which is a quantum theory
topological fields in three dimensions, and using it mapping Seiberg-Witter with the solu-
tion of (2 + 1)-dimensions. The presence of divergences in quantum field theory leads to
consider the possibility of modifying the principle of Heisenberg uncertainty by introducing
a fundamental length scale, and this modification generate corrections to the thermody-
namic properties of black holes. One of the effects associated with the black hole type
solutions, regardless of the space-time dimension is the thermal emission (Hawking radia-
tion), which is seen as a process of tunneling due to vacuum fluctuations that happens in
the region near the event horizon . In this work, in order to investigate the corrections due
to noncommutativity and the principle of widespread uncertainty, we consider the metric
BTZ noncommutative. For this, we use tunneling formalism via Hamilton-Jacobi method.
Keywords: BTZ Black holes. Noncommutative. Quantum-corrected
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Essencialmente, os buracos negros surgem com o nascimento da teoria da relativi-
dade geral (TRG) e a soluc¸a˜o de Schwarzschild. Entretanto, no contexto da gravitac¸a˜o
universal de Newton, ja´ existiam especulac¸o˜es sobre as chamadas “estrelas negras”. Esta
ide´ia de estrelas negras dava-se ao fato de que, se a velocidade escape de uma estrela, ou
seja, a velocidade para um objeto escapar do seu campo gravitacional, fosse maior do que
a velocidade da luz, enta˜o nem a pro´pria luz poderia escapar do seu campo gravitacional.
Uma soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein, em (2 + 1)-dimenso˜es, foi obtida por
Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ), considerando uma constante cosmolo´gica negativa.
A na˜o-comutatividade do buraco negro de BTZ foi estudada primeiramente por M. Bana-
dos et al. (2001) e por Hyeong-Chan Kim et al. (2008). A me´trica BTZ na˜o-comutativa
que foi encontrada baseada na equivaleˆncia tridimensional entre a gravidade e a teoria
de Chern-Simons, que e´ uma teoria de campos quaˆntica tridimensional, usando o mapa
de Seiberg-Witten, que pode ser interpretada como uma expansa˜o em Θ do campo de
gauge com a soluc¸a˜o na˜o-comutativa (BAN˜ADOS, TEILTELBOIM E ZANELLI, 1992).
O buraco negro BTZ e´ uma soluc¸a˜o de (2 + 1)-dimenso˜es gravitacionais com constante
cosmolo´gica negativa, que tem se tornado um importante campo de investigac¸a˜o. Agora
o espac¸o tridimensional e´ bem aceito por ser um excelente laborato´rio a fim de explorar
e testar algumas ide´ias por tra´s da correspondeˆncia AdS/CFT (MALDACENA, 1999).
Anacleto, Brito e Passos (2015) analisaram o efeito Aharonov-Bohm gravitacional devido
ao buraco negro BTZ num fundo na˜o-comutativo. Ale´m disso, Sadeghi e Reza (2015)
tem analisado o comportamento de part´ıculas testes no espac¸o-tempo na˜o-comutativo.
As propriedades termodinaˆmicas de buracos negros BTZ carregados sa˜o estudadas por
Hendi, Panahiyan e Mamasani (2015).
Existem va´rias abordagens para obter a radiac¸a˜o Hawking e a entropia de buracos
negros. Uma delas e´ atrave´s do me´todo Hamilton-Jacobi que e´ baseado nos trabalhos de
Padmanabhan e seus colaboradores (1999). Uma aproximac¸a˜o semicla´ssica considerando
a radiac¸a˜o Hawking como o fenoˆmeno de tunelamento para uma part´ıcula que atravessa o
horizonte de eventos tem sido proposta nos u´ltimos anos (PARIKH e WILCZEK, 2000).
Nesta aproximac¸a˜o apenas a part´ıcula de energia positiva, criada dentro do horizonte de
eventos, pode tunelar quanticamente atrave´s da barreira geome´trica, e isto e´ observado
como um fluxo Hawking para o infinito. Nesta lo´gica, este me´todo usa a aproximac¸a˜o
WKB no formalismo de tunelamento para o ca´lculo da parte imagina´ria da ac¸a˜o. Os
autores Parikh e Wilczek (2000) usam o me´todo das geode´sicas radiais nulas para deter-
minar a temperatura Hawking e Xu e Chen (2007) usaram este me´todo para calcular a
temperatura Hawking para diferentes espac¸os-tempo. Banerjee e Majhi, 2008, analisaram
a radiac¸a˜o Hawking considerando a auto-gravitac¸a˜o e os efeitos da radiac¸a˜o de fundo no
formalismo de tunelamento. Tambe´m foi investigado por Silva e Brito, 2013, os efeitos da
radiac¸a˜o de Hawking para buraco negro auto-dual usando o formalismo de tunelamento
pelo me´todo de Hamilton-Jacobi. Majumder (2013) analisou os efeitos do princ´ıpio da
incerteza generalizada (GUP) no formalismo de tunelamento da radiac¸a˜o Hawking para
avaliar as correc¸o˜es quaˆnticas na temperatura Hawking e entropia do buraco negro de
Schwarzschild. Ale´m disso, os autores Anacleto et al. (2015) teˆm discutido a radiac¸a˜o
Hawking para buracos negros acu´sticos usando o formalismo de tunelamento e Anacleto,
Brito e Passos, 2015, estudaram as propriedades termodinaˆmicas do buraco negro auto-
dual, usando a versa˜o Hamilton-Jacobi com o GUP. Faizal e Khalil (2015) investigaram
as correc¸o˜es de propriedades termodinaˆmica de buracos negros assumindo que o GUP
mostra que a relac¸a˜o entropia-a´rea e´ universal para todos os buracos negros.
Na literatura existem diversos trabalhos sobre a origem estat´ıstica da entropia de
um buraco negro - ver, por exemplo os estudos de Frolov e Novikov (1993); Maga´n, Mel-
nikov e Silva (2014); Solodukhin (2011); Xu, Wang e Meng (2014) e Silva (2013). Kaul
e Majumdar (2000) computaram correc¸o˜es de baixa ordem para a entropia Bekenstein-
Hawking. Eles encontraram correc¸o˜es logar´ıtmicas. Por outro lado, Rinaldi (2013), mos-
trou que existe uma correc¸a˜o adicional logar´ıtmica que depende de cargas conservadas.
Em adic¸a˜o, para um entendimento da origem da entropia do buraco negro, o me´todo
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brick-wall, proposto por G. ’t Hooft foi usado nos ca´lculos de grandeza termodinaˆmicas
de um buraco negro. Assim, de acordo com G. ’t Hooft, a entropia do buraco negro e´
apenas a entropia de campos quaˆnticos fora do raio do horizonte do buraco negro. No
entanto um corte ultravioleta deve ser introduzido quando se calcula a entropia estat´ıstica
por este me´todo, para evitar as divergeˆncias da densidade de estado pro´ximo ao horizonte
do buraco negro. Rinaldi (2000) investigou um buraco negro acu´stico em (1+1) dimensa˜o
pelo me´todo brick-wall.
Outra ide´ia na tentativa de remover as divergeˆncias e´ considerar que o princ´ıpio da
incerteza de Heisenberg seja modificado. Assim, usando a relac¸a˜o de incerteza de Heisen-
berg modificada, as divergeˆncias no modelo brick-wall sa˜o removidas, como foi discutido
Brustein e Kupferman (2011). A entropia estat´ıstica de va´rios buracos negros pode ser
calculada tambe´m via correc¸a˜o da densidade de estado atrave´s do GUP (BRUSTEIN e
KUPFERMAN, 2011). Assim, os resultados mostram que pro´ximo ao horizonte tanto a
densidade de estado como a entropia estat´ıstica sa˜o finitas. Nouicer (2007) propoˆs uma
relac¸a˜o para a densidade de estados corrigido por GUP. Anacleto et al. (2014), usaram
uma nova equac¸a˜o de densidade de estado devido ao GUP, em que foi analisada a entropia
estat´ıstica de um buraco negro acu´stico, rotativo, em (2 + 1)-dimenso˜es. Foi mostrado
tambe´m que, considerando o efeito devido ao GUP na equac¸a˜o de densidade estado, na˜o
e´ necessa´rio um corte e as divergeˆncias no modelo brick-wall desaparecem (ZHAO, LI e
ZHANG, 2009).
Inspirado por todos estes trabalhos anteriores, podemos focar no me´todo Hamilton-
Jacobi para determinar a entropia do buraco negro BTZ na˜o-comutativo usando o GUP e
considerando a aproximac¸a˜o WKB no formalismo de tunelamento, para calcular a parte
imagina´ria da ac¸a˜o para determinar a temperatura Hawking e a entropia do buraco negro
BTZ na˜o-comutativo.
Este trabalho tem uma abordagem qualitativa e explicativa da termodinaˆmica de
buracos negros, visto que nosso objeto de estudo e´ de cunho teo´rico, valendo-se de uma
pesquisa descritiva e interpretativa composto pelos seguintes cap´ıtulos: 2) Buracos negros;
2.1) Formac¸a˜o e classificac¸a˜o de buracos negros; 2.2) Relatividade Geral; 2.3) Soluc¸o˜es
tipo buraco negro; 2.4) Termodinaˆmica de um buraco negro; 3) Na˜o-comutatividade;
3.1) Aspectos Gerais; 3.2) Problema de Landau; 3.3) Produto moyal; 3.4) Me´trica de
Scharzschild na˜o-comutativa; 3.5) Me´trica BTZ na˜o-comutativa; 4) Termodinaˆmica de
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um buraco negro; 4.1) Buraco negro de Schwarzschild na˜o-comutativo; 4.2) Buraco negro
de Schwarzschild e o princ´ıpio da incerteza generalizado; 4.3) Buraco negro BTZ na˜o-
comutativo; 4.4) Buraco negro BTZ e o princ´ıpio da incerteza generalizado; 5) Concluso˜es.
Vale observar que estamos considerando o sistema natural de unidades, ou seja, G = c =
~ = kB = 1.
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Cap´ıtulo 2
Buracos Negros
Buracos negros sa˜o regio˜es do espac¸o-tempo distorcidas por um campo gravitacional
origina´rias do colapso de estrelas ou de regio˜es muito quente e densa logo apo´s o big bang.
O termo “buraco” se deve ao fato da mate´ria e da radiac¸a˜o poderem cair dentro dele
e o termo “negro” esta´ associado ao fato de nem a luz ser capaz incapaz de sair dele.
Acredita-se que eles sa˜o os objetos mais exo´ticos do universo. Esta descric¸a˜o implica que
buracos negros devem ser contornados por algum tipo de superf´ıcie fechada, que e´ uma
caracter´ıstica crucial para a sua existeˆncia, chamada de horizonte de eventos.
Neste cap´ıtulo faremos uma abordagem teo´rica sobre a formac¸a˜o de classificac¸a˜o
dos buracos negros, assim como uma revisa˜o da relatividade geral descrita por Albert
Einstein em (3 + 1)-dimenso˜es e (2 + 1)-dimenso˜es. Por fim apresentaremos a relac¸a˜o
entre termodinaˆmica e buracos negros.
2.1 Formac¸a˜o e Classificac¸a˜o de Buracos Negros
Muitas observac¸o˜es e descobertas astronoˆmicas tiveram in´ıcio em 1960, o que gerou
interesse ainda maior na teoria cla´ssica da relatividade geral pela comunidade cient´ıfica.
Objetos como quasares, pulsares e fontes de raios-X indicaram a presenc¸a de um campo
gravitacional muito forte que so´ poderia ser descrito pela TRG. Os quasares sa˜o objetos
tipo estrelas poderosamente energe´ticos e brilham mais do que gala´xias inteiras. Pulsares
sa˜o restos de estrelas que entraram em colapso gravitacional (supernovas) e que piscam
rapidamente. Acredita-se que os pulsares sa˜o estrelas de neutrons ultradensas. As fontes
de raios-X podem ser estrelas de neutrons ou objetos ainda menores, conhecidos por
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buracos negros(HAWKING, 1976).
Na tentativa de descrever a formac¸a˜o de buracos negros vamos, primeiramente,
imaginar uma estrela com no mı´nimo 10 vezes a massa solar. Durante maior parte de sua
vida a estrela transforma hidrogeˆnio em he´lio, num processo conhecido como fusa˜o nuclear.
Neste per´ıodo, a estrela possui uma velocidade de escape cerca de 1.000 quiloˆmetros por
segundo (HAWKING, 1976), ou seja, a velocidade mı´nima para um objeto escapar do seu
campo gravitacional. A energia gerada nesse processo produz uma pressa˜o suficiente para
manter o equil´ıbrio com a pro´pria gravidade da estrela. Entretanto, no esta´gio final de
sua vida, esse “combust´ıvel” vai se acabando e o equil´ıbrio e´ quebrado, de forma que a
forc¸a gravitacional supera a pressa˜o produzidas na fusa˜o, enta˜o a estrela entra em colapso
gravitacional, o resultado final deste processo e´ conhecido como supernova. A estrela
vai encolhendo e, consequentemente, o campo gravitacional na superf´ıcie da estrela vai
aumentando junto com a velocidade de escape. Chega um ponto, enta˜o, que a velocidade
escape aumenta para 300.000 quiloˆmetros por segundo, a velocidade da luz, ou seja, nem
a luz consegue escapar de dentro da estrela, e como nada viaja mais ra´pido do que a
luz, nada mais consegue escapar deste campo gravitacional. O resultado deste processo e´
conhecido como buraco negro: a regia˜o de espac¸o-tempo a partir do qual na˜o e´ poss´ıvel
escapar para o infinito (HAWKING, 1976). Estes tipos de buracos negros sa˜o conhecidos
como gravitacionais, que se formam a partir do colapso de uma estrela (figura 2.1).
Figura 2.1: Formac¸a˜o de buracos negros gravitacionais
Ale´m dos buracos negros gravitacionais, podem existir um nu´mero muito grande
de buracos negros muito pequenos, que na˜o foram formados pelo colapso estrelar, mas de
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regio˜es muito quente e densa logo apo´s o big bang. Estes buracos sa˜o conhecidos como
primordiais (figura 2.2).
Figura 2.2: Formac¸a˜o de buracos negros primordiais
Vale lembrar que este procedimento vem de uma visa˜o cla´ssica. Hoje, grac¸as ao
estudo propostos por Einstein da TGR, sabe-se que para uma estrela se tornar um buraco
negro e´ preciso que sua massa esteja concentrada numa regia˜o menor do que o raio de
Schwarzschild: r = 2M , onde M e´ a massa da estrela e G = c = 1. Esta e´ uma previsa˜o
descrita pela relatividade geral.
A base do esquema de classificac¸a˜o para os buracos negros e´ dada por John Whee-
ler que diz que um buraco negro possui poucas propriedades independentes externamente
mensura´veis, ou seja, as soluc¸o˜es do tipo buracos negros podem ser completamente carac-
terizadas apenas por sua massa, seu momento angular e sua carga ele´trica, esta afirmac¸a˜o
e´ conhecida por teorema no-hair (ou da calv´ıcie). Na tabela 1 e´ mostrada este tipo de
classificac¸a˜o.
Tabela 2.1: Classificac¸a˜o por massa, momento angular e carga ele´trica
PROPRIEDADES ME´TRICA
Somente massa Schwarzschild
Massa e momento angular Kerr
Massa e carga ele´trica Reissner-Nordstrom
Massa, momento angular e carga ele´trica Kerr-Newman
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Outro esquema de classificac¸a˜o amplamente utilizado para buracos negros e´ aquele
que se baseia na massa do buraco negro. Os limites de massas das diversas classes na˜o
sa˜o definidas com precisa˜o e va´rios autores teˆm proposto novas classes. A tabela 2 mostra
este outro tipo de classificac¸a˜o, a qual a massa do buraco negro e´ representada em termo
da massa solar M.
Tabela 2.2: Classificac¸a˜o por faixa de massa. Sendo M a massa solar.
CLASSES FAIXA DE MASSA
Mini buraco negro 0 a` 0.1M
Buraco negro de massa estrelar 0.1 a` 300M
Buraco negro de massa intermedia´ria 300 a` 105M
Buraco negro supermassivo 105 a` 1010M
2.2 Relatividade Geral
A teoria da relatividade de Einstein consiste em duas: a teoria da relatividade
restrita (tambe´m chamada de especial ou apenas TRR) e a teoria da relatividade geral
(TRG). A teoria especial, formulada por Einstein em 1905, se refere a comparac¸a˜o de me-
didas feitas em referenciais inerciais, movendo-se com velocidade constante relativamente
um ao outro. Por sua vez, a teoria geral (1916), que e´ a teoria relativ´ıstica da gravitac¸a˜o,
na˜o trata apenas com referenciais inerciais, mas com referenciais quaisquer, pois, como
veremos, o campo gravitacional e´, localmente, equivalente a um referencial na˜o-inercial.
2.2.1 O Campo Gravitacional na TRG
O cara´ter universal da gravitac¸a˜o e´ que, na presenc¸a de um campo gravitacional,
todos os corpos caem ao longo da mesma trajeto´ria espacial, independente da sua massa e
constituic¸a˜o. Por outro lado, as propriedades do movimento de um corpo, em queda livre,
sa˜o as mesmas do movimento que ele teria se estivesse em repouso em um referencial na˜o-
inercial, e na auseˆncia de um campo gravitacional externo. Essa caracter´ıstica permite-nos
concluir que um campo gravitacional e´ equivalente a um referencial na˜o-inercial (princ´ıpio
da equivaleˆncia).
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Pore´m, devemos ressaltar que os campos que sa˜o equivalentes a sistemas na˜o-
inerciais na˜o sa˜o campos reais, uma vez que os campos que possuem a equivaleˆncia podem
ser eliminados quando ocorre a passagem para um referencial inercial. Os campos reais,
ao inve´s disso, na˜o podem ser eliminados sob nenhuma mudanc¸a de coordenadas. Na
verdade, podemos eliminar um campo real apenas localmente, ou seja, em uma pequena
regia˜o do espac¸o onde ele possa ser considerado uniforme.
Extrapolando essa discussa˜o para o caso relativ´ıstico Einstein concluiu que a gra-
vidade e´ uma modificac¸a˜o do espac¸o, ou seja, uma modificac¸a˜o da geometria euclidiana
nas proximidades de uma distribuic¸a˜o de massa.
2.2.2 Equac¸o˜es de Einstein
Segundo Newton, dois corpos de massas diferentes e separados por uma certa dis-
taˆncia um do outro, devem se atrair mutuamente por uma forc¸a denominada de gravitaci-
onal. Esta interac¸a˜o se da´ atrave´s da presenta de um campo gravitacional real, φ(x, y, z),
criado por uma distribuic¸a˜o de massa com densidade ρ(x, y, z), o qual obedece a equac¸a˜o
de Poisson que e´ dada por:
∇2φ(x, y, z) = 4piρ(x, y, z) . (2.1)
Enquanto que a descric¸a˜o do campo Newtoniano necessita apenas de 1(um) poten-
cial para descrever os efeitos do campo gravitacional, a TRG requer 10 (dez) potenciais
que sa˜o representados pelos componentes do tensor me´trico, gµν(x). Isso significa que
devemos ter 10 equac¸o˜es que, no limite do campo fraco, devem corresponder a` equac¸a˜o de
Poisson. Ale´m disso, tais equac¸o˜es devem apresentar caracter´ısticas semelhantes a` equa-
c¸a˜o (2.1), ou seja, o lado direito de cada uma delas deve conter um tensor que represente a
quantidade de mate´ria e energia, denominado de Tensor Energia-Momento, representado
por Tµν , e do lado esquerdo de cada equac¸a˜o, deve haver um tensor de segunda ordem
constru´ıdo em termos de derivadas segundas do tensor gµν .
Existe um tensor que representa essas caracter´ısticas, denominado tensor de Ricci,
dado por:
Rµν = g
λσRλµσν = R
σ
µσν , (2.2)
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onde Rλµσν e´ o chamado tensor de Riemann
1, definido por:
Rσµνλ = ∂νΓ
σ
µλ − ∂λΓσµν + ΓσανΓαµλ − ΓσαλΓαµν , (2.3)
sendo
Γµνλ =
1
2
gµσ (∂λgσν + ∂νgσλ − ∂σgνλ) , (2.4)
os s´ımbolos de Christoffel2.
Um fato importante e´ que a divergeˆncia covariante 3 do tensor Tµν e´ nula, ou seja,
∇µT µν = 0, o que representa a conservac¸a˜o do momento-energia. Enta˜o, o tensor que
aparece no lado esquerdo das equac¸o˜es da relatividade geral dever ser escrito em termos
do tensor de Ricci e satisfazer essa propriedade. O tensor que atende a esses requisitos e´
o tensor de Einstein, Gµν , definido como:
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR . (2.5)
Levando isso em conta, Einstein concluiu que as equac¸o˜es, que descrevem o campo
gravitacional gerado por uma grande quantidade de massa ou energia, devem assumir a
seguinte forma:
Rµν − 1
2
gµνR = 8piTµν . (2.6)
Estas sa˜o as equac¸o˜es de Einstein. No lado esquerdo das equac¸o˜es temos o tensor
de Einstein, que representa a geometria do espac¸o-tempo, e no lado direito temos o tensor
Energia-Momento, que representa a distribuic¸a˜o de massa e energia do sistema. Desta
forma, percebemos que a deformac¸a˜o da geometria da rede de espac¸o-tempo e´ deformada
ou curvada quando temos corpos massivos numa determinada regia˜o do espac¸o.
2.2.3 Relatividade em (2+1)-Dimenso˜es
Essencialmente, as equac¸o˜es de campo de Einstein parecem funcionar perfeitamente
em N -dimenso˜es. Pore´m, uma investigac¸a˜o mais profunda revela que, para N < 4, a teoria
apresenta alguns problemas (GIDDINGS, ABBOTT e KUCHAR, 1983).
1O tensor de curvatura, Rσµνλ, e´ um ente matema´tico que permite saber se o espac¸o-tempo e´ ou na˜o
Euclidiano.
2Nas equac¸o˜es acima estamos usando ∂λgσν = ∂gσν/∂x
λ.
3A derivada covariante de um tensor de segunda ordem, como e´ o caso do tensor energia-momento e´:
∇αTµν = ∂Tµν∂xσ − ΓλσνTµλ − ΓλµσTλν
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Nesta sec¸a˜o faremos uma breve apresentac¸a˜o da Teoria da Relatividade Geral para
o caso particular de N = 3, ou seja, (2 + 1)-dimenso˜es.
A teoria da gravitac¸a˜o de Newton para o plano e´ dada por:
∇2φ = 2piρ . (2.7)
Esta teoria preveˆ que a acelerac¸a˜o deve cair com 1/r para um campo gerado por
um ponto de massa M . Entretanto, veremos a seguir que a relatividade geral para (2+1)-
dimenso˜es na˜o fornece este resultado no limite de um campo fraco (GOTT e ALPERT,
1982; DIAS, 2003).
Note que no espac¸o-tempo de (3 + 1)-dimenso˜es, a constante k e´ determinada pela
necessidade de que as equac¸o˜es de Einstein devem se reduzir as equac¸o˜es de Newton no
limite na˜o relativ´ıstico e isto leva a k = 8piG, para c = 1 e G = 1. Entretanto, em
(2 + 1)-dimenso˜es na˜o existe este limite. Sendo assim, nesta dimensa˜o k permanece uma
constante a ser determinada(Gott e Alpert, 1982). Para esta dimensa˜o, esperamos que as
equac¸o˜es de campo de Einstein tenham propriedades semelhantes as mesmas equac¸o˜es em
(3 + 1)-dimenso˜es. Ale´m disso, desejamos que estas equac¸o˜es recaiam automaticamente
na lei da conservac¸a˜o da energia: ∇νT µν = 0 (GOTT e ALPERT, 1982). Em (2 + 1)-
dimenso˜es a me´trica gµν , os s´ımbolos de Christoffel Γ
µ
νλ e o tensor de curvatura Rλµνκ sa˜o
definidos de maneira usual. Segundo Dias (2003) a escolha do Tensor Energia-Momento
determina completamente o tensor de Ricci Rµν e, em 3 dimenso˜es, o tensor de Weyl
desaparece. Assim, as equac¸o˜es de campo de Einstein permanecem sendo:
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR = kTµν . (2.8)
Ainda, usando a equac¸a˜o (2.8), podemos reescrever as equac¸o˜es de campo em
termos do tensor de Ricci, como:
Rµν − 1
2
gµνR = kT
µ
ν ⇒ Rµν − 1
2
δµνR = kT
µ
ν ⇒ (2.9)
R− 3
2
R = kT ⇒ −R
2
= kT ⇒ R = −2kT , (2.10)
enta˜o,
Rµν − 1
2
gµν (−2kT ) = kTµν ⇒ Rµν = k[Tµν − gµνT ] . (2.11)
Em treˆs dimenso˜es, o tensor de curvatura possui apenas 6 componentes indepen-
dentes, enta˜o o tensor de Riemann pode ser expresso como uma dependeˆncia linear apenas
11
do tensor de Ricci (DIAS, 2003; GOTT e ALPERT, 1982; WEINBERG, 1972) da seguinte
forma:
Rλµνκ = gλνRµκ − gλκRµν − gµνRλκ + gµκRλν − 1
2
(gλνgµκ − gλκgµν)R . (2.12)
Como estamos trabalhando o caso em que N > 2, mais especificamente N = 3, o
tensor de Ricci pode ser expresso em termos do tensor de Eisntein e ambos teˆm o mesmo
nu´mero de componentes independentes(GIDDINGS, ABBOTT e KUCHAR, 1983). De
forma geral podemos relacionar estes dois tensores como segue:
G =
1
2
(2−N)R ; R = 2
2−NG , (2.13)
Gαβ = Rαβ − 1
2
Rgαβ ; Rαβ = Gαβ − 1
N − 2Ggαβ . (2.14)
A tabela 2.3 abaixo mostra como se relacionam os componentes linearmente inde-
pendente dos tensores com o nu´mero de dimenso˜es.
Tabela 2.3: Nu´mero de componentes independentes num espac¸o de N -dimenso˜es
Nu´mero de componentes N 4 3 2 1
algebricamente independente
Tensor de Riemann Rαβγδ (1/12)N
2(N2 − 1) 20 6 1 0
Tensor de Ricci Rαβ (1/2)N(N + 1) 10 6 1 0
Tensor de Einstein Gαβ (1/2)N(N + 1) 10 6 0 0
Escalar de Ricci R 1, se N > 1 1 1 1 0
Feita esta abordagem, podemos obter as soluc¸o˜es para as equac¸o˜es de campo no
va´cuo (Tµν = 0) onde devemos ter Rµν = 0 e, consequentemente, Rλµνκ = 0. O espac¸o-
tempo de Minkowisk, ds2 = −dt2 + dx2 + dy2, sera´ a u´nica soluc¸a˜o poss´ıvel. Isto significa
que na˜o existem ondas gravitacionais no mundo plano e tambe´m na˜o existe ac¸a˜o a distaˆncia
(DIAS, 2003; GOTT e ALPERT, 1982). Com isto, devemos ver que a geometria local em
(2 + 1)-dimenso˜es e´ curvada apenas na presenc¸a de mate´ria ou energia.
Adotando uma forma mais geral de uma me´trica com simetria circular como sendo:
ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dφ2 , (2.15)
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podemos encontrar as func¸o˜es A(r) e B(r) substituindo nas equac¸o˜es de campo no va´cuo,
desta forma encontramos que estas func¸o˜es na˜o dependem da varia´vel r, sendo assim elas
sa˜o constantes, as quais denominaremos por A0 e B0. Logo,
ds2 = −A0dt2 +B0dr2 + r2dφ2 . (2.16)
Uma maneira de eliminar estas constantes e´ fazer uma mudanc¸a de coordenadas
de forma que devemos fazer t =
√
A0t
′, r = r
′√
B0
e φ =
√
B0φ
′. Substituindo essas relac¸o˜es
na me´trica acima obtemos:
ds2 = −dt′2 + dr′2 + r2dφ2 . (2.17)
Para esta mudanc¸a de coordenadas, a me´trica (2.17) esta´ escrita na forma polar
da me´trica de Minkowisk. Isto corresponde a cortar o plano em φ = 0 e espalha-lo no
plano. Perceba que se 0 6 φ 6 2pi enta˜o, 0 6 φ′ 6 2pi√
B0
. Assim, o cone tem um aˆngulo de
desvio no seu ve´rtice de
D = 2pi
(
1− 1√
B0
)
. (2.18)
Isto mostra que as trajeto´rias das part´ıculas que esta˜o inicialmente paralelas aca-
bam por se cruzarem eventualmente em um aˆngulo D. Ale´m disso, pode ser mostrado
que D e´ proporcional a massa.
Gott e Alperte (1982) mostram em seu artigo algumas motivac¸o˜es para se estudar
a teoria da relatividade geral em (2 + 1)-dimenso˜es. La´ eles falam que reduzir a dimensa˜o
pode ser u´til para simplificar problemas de Mecaˆnica Quaˆntica, por exemplo, a existeˆncia
da temperatura Hawking, que prove´m do espac¸o de de Sitter em (1+1)-dimenso˜es. Ainda
neste no mesmo artigo, um outro ponto importante e´ que um ponto singular de massa no
espac¸o-tempo plano e´ conhecido como singularidade quase regular, isto e´, o comprimento
de um pequeno c´ırculo desenhado em torno de um ponto na˜o se aproxima de 2pir a medida
que r → 0. Este tipo de singularidade pode ser visto na me´trica de Kerr, onde o espac¸o-
tempo e´ plano em todos os lugares, exceto no anel onde existe uma singularidade coˆnica,
onde a circunfereˆncia de um pequeno c´ırculo de raio r e´ 4pir
Vimos que no espac¸o plano massas pontuais sa˜o muito bem comportadas e teˆm
singularidades quase regulares. Na nossa investigac¸a˜o, vimos dois fatos interessantes:
i) a TRG parece trabalhar perfeitamente bem como uma teoria de campos, mesmo na
auseˆncia de gra´vitons e de ondas gravitacionais; ii) A TRG na˜o recai necessariamente na
f´ısica newtoniana no limite do campo fraco.
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2.3 Soluc¸o˜es Tipo Buraco Negro
2.3.1 Soluc¸a˜o de Schwarzschild
Meses apo´s Einstein apresentar sua equac¸a˜o, o alema˜o Carl Schwarzschild encontrou
a primeira soluc¸a˜o exata destas equac¸o˜es de campo. Esta e´ a soluc¸a˜o mais simples de
uma simetria esfe´rica que pode ser produzida por uma distribuic¸a˜o esfe´rica de mate´ria
(CARMELLI, 1982) e ela e´ usada para descrever a geometria do espac¸o-tempo fora de
uma fonte gravitacional esfe´rica. A soluc¸a˜o obtida por ele foi:
ds2 = −
(
1− 2GM
rc2
)
c2dt2 +
(
1− 2GM
rc2
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2) , (2.19)
onde M representa a massa total da distribuic¸a˜o de mate´ria. Veja que para uma
distribuic¸a˜o esfericamente sime´trica, a me´trica so´ depende de M . Em particular se M = 0,
o intervalo (2.19) se torna o intervalo no espac¸o-tempo de Minkowisk escrito em coorde-
nadas esfe´ricas. Assim, para uma regia˜o em que r  MGc−2 a geometria da equac¸a˜o
acima pode ser interpretada como uma perturbac¸a˜o na geometria de um espac¸o-tempo
plano (FERRARO, 2007).
Neste trabalho estamos considerando G = 1 e c = 1. Desta maneira, a equac¸a˜o
acima e´ reescrita da seguinte forma:
ds2 = −
(
1− 2M
r
)
dt2 +
(
1− 2M
r
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2) . (2.20)
Com esta soluc¸a˜o Schwarzchild mostrou que uma distribuic¸a˜o de massa puntiforme
tem uma caracter´ıstica bastante peculiar, ou seja, para r = 2M nada pode sair dessa
regia˜o, nem mesmo a luz. A esta regia˜o damos o nome de raio de Schwarzchild. Quando
uma part´ıcula como, por exemplo, o fo´ton atravessa esse raio a deformac¸a˜o do espac¸o-
tempo e´ ta˜o grande que ela na˜o consegue mais voltar e se uma part´ıcula como o fo´ton
na˜o consegue mais sair dessa regia˜o, um observador que esta´ situado distante desse raio
na˜o conseguira´ enxergar este objeto, ou seja, este objeto se tornou um buraco negro. Este
corpo esta´ agora envolto por um contorno, uma “membrana” do espac¸o-tempo que impede
que tenhamos qualquer informac¸a˜o sobre o que esta´ ocorrendo no interior dela. Definimos
um Horizonte de Eventos como sendo uma superf´ıcie na qual se uma part´ıcula atravessar
ela nunca podera´ escapar para o infinito; no caso de Schwarzchild o horizonte de eventos
esta´ localizado em r = 2M (CARROLL, 2003).
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2.3.2 A me´trica BTZ
O estudo das geode´sicas nulas e geode´sicas do tipo tempo sa˜o uma alternativa para
descrever as caracter´ısticas do espac¸o-tempo, ale´m disso, a me´trica obtida por Schwarzs-
child em (3 + 1)-dimenso˜es representou a chave para entender va´rios fenoˆmenos f´ısicos
importantes como, por exemplo, os movimentos planeta´rios e as lentes gravitacionais
(CRUZ, MARTI´NEZ e PEN˜A, 2008). A soluc¸a˜o em (2 + 1)-dimenso˜es so´ veio com Ma´-
ximo Ban˜ados, Cla´udio Teitelboim e Jorge Zanelli em 1993 que consideraram identificac¸o˜es
no subgrupo SO(2,2) a partir do espac¸o anti-de Sitter (AdS), cuja caracter´ıstica e´ possuir
constante de curvatura negativa. Este espac¸o e´ o ana´logo Lorentziano do espac¸o hiperbo´-
lico, assim como o espac¸o de Minkowski e´ o ana´logo do espac¸o Euclidiano. Esta constante
implica que localmente o espac¸o e´ do tipo anti-de Sitter, mas se difere em suas propri-
edades globais. Para que buracos negros sejam formados neste espac¸o e´ necessa´rio que
se tenha esta constante cosmolo´gica negativa, pois ela fornece a escala de comprimento
necessa´ria para ter um horizonte de eventos em uma teoria na qual a massa e´ adimensional
(BAN˜ADOS, TEITELBOIM e ZANELLI, 2001).
O objetivo deste trabalho na˜o e´ a demonstrac¸a˜o da me´trica BTZ, que pode ser
encontrada no artigo de Ban˜ados, Teitelboim e Zanelli de 1993, mas a apresentac¸a˜o de
algumas caracter´ısticas do espac¸o em estudo (AdS) e da pro´pria me´trica, pois nosso in-
teresse maior e´ o estudo de propriedades termodinaˆmicas deste tipo de buraco negro e a
obtenc¸a˜o de um potencial efetivo para esta me´trica, ja´ que vamos utilizar o me´todo de
tunelamento para calcular grandezas termodinaˆmicas associadas ao buraco negro.
A ac¸a˜o considerada por Ban˜ados, Teitelbom e Zanelli foi:
I =
1
2pi
∫ √−g [R + 2l−2] dx2dt+B , (2.21)
onde B e´ o termo de superf´ıcie e o raio de curvatura l se relaciona com a constante
cosmolo´gica da seguinte forma:
l2 = − 1
Λ
,
e como ja´ foi dito, l deve fornecer a escala de comprimento necessa´ria para se ter um raio
de horizonte de eventos.
Como resultado das equac¸o˜es de Einstein, a me´trica obtida por eles foi:
ds2 = −N2dt2 +N−2dr2 + r2(Nφdt+ dφ) , (2.22)
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em que N e Nφ sa˜o func¸o˜es de r dadas por,
N2 = −M + r
2
l2
+
J2
4r2
, (2.23)
e
Nφ = − J
2
2r2
, (2.24)
com t e r finitos e 0 ≤ φ ≤ 2pi.
Na me´trica apresentada acima as duas constantes M e J sa˜o identificadas como
sendo a massa e o momento angular que representam cargas conservadas associadas com
a invariaˆncia assinto´tica sob deslocamento no tempo e invariaˆncia de rotac¸a˜o, respecti-
vamente. Segundo Ban˜ados, Teitelbom e Zanelli, 1993, esta identificac¸a˜o e´ conseguida
atrave´s de uma ana´lise das integrais de superf´ıcie que devem ser adicionadas ao Hamilto-
niano a fim de torna´-lo bem definido. Ale´m disso, a func¸a˜o N desparece para dois valores
de r que sa˜o:
r2± =
l2M
2
1±
√
1−
(
J
Ml
)2 . (2.25)
Atrave´s desta equac¸a˜o, podemos ver que para que o raio exista e´ necessa´rio que M > 0 e
que |J | 6Ml. E para o caso extremo em que |J | = Ml as duas ra´ızes sa˜o iguais.
Podemos extrair a partir da me´trica (2.22) uma equac¸a˜o para o estado de va´cuo.
Para isto, devemos considerar que o raio do horizonte deve ir para zero, enta˜o e´ so´ perceber
que devemos fazer M −→ 0 e J −→ 0, desta forma:
ds2vac = −
(
r2
l2
)
dt2 +
(
l2
r2
)
dr2 + r2dφ2 . (2.26)
Outro caso interessante e´ que se fizermos M = −1 e J = 0 a singularidade tambe´m
desaparece e desta forma na˜o existe horizonte. Para este caso devemos ter:
ds2 = −
(
1 +
r2
l2
)
dt2 +
(
1 +
r2
l2
)−1
dr2 + r2dφ2 , (2.27)
e assim o espac¸o anti-de Sitter e´ retomado.
2.4 Termodinaˆmica de um Buraco Negro
Os primeiros ind´ıcios dos estudo de termodinaˆmica de buracos negros foi em 1970
com a descoberta matema´tica que a a´rea da superf´ıcie do horizonte de eventos, a fronteira
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de um buraco negro, tem a propriedade de sempre aumentar quando mate´ria adicional ou
radiac¸a˜o cai no buraco negro (HAWKING, 1976). Quando dois buracos negros colidem
a a´rea do horizonte de eventos resultante e´ maior do que as parcelas individuais de cada
buraco negro original. Esta caracter´ıstica sugere que deve existir uma relac¸a˜o entre a a´rea
de um buraco negro e a entropia termodinaˆmica, que possui esta mesma propriedade, ou
seja, a entropia resultante de dois sistemas e´ sempre maior do que as somas individuais
de cada sistema.
O estudo da termodinaˆmica dos buracos negros tem in´ıcio, de fato, em 1974 com
o f´ısico ingleˆs Stephen Hawking que, inspirado no trabalho de Jacob David Bekenstein,
aplica os conceitos da teoria da mecaˆnica quaˆntica no estudo de buracos negro. No mundo
quaˆntico, o va´cuo na˜o e´ totalmente vazio, existem pares de part´ıculas virtuais (assim
denominadas por serem criadas e aniquiladas ta˜o rapidamente que seria imposs´ıvel de
detecta-las) que se manifestam como fo´tons, surgindo e se aniquilando a todo momento
muito rapidamente. Esse frenesi de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o e´ conhecido como flutuac¸a˜o
quaˆntica (DAMASIO e PACHECO, 2009; TONIATO, 2010). Quando este fenoˆmeno
ocorre nas proximidade de um buraco negro, o intenso campo gravitacional faz com que
exista a possibilidade das part´ıculas serem sugadas para dentro do buraco negro, mas
existe, tambe´m, a possibilidade de uma dessas part´ıculas escapar para o infinito, o que
e´ chamado de Radiac¸a˜o Hawking. A emissa˜o dessas part´ıculas ocorreria ate´ o buraco
possivelmente desaparecer. Para que esta radiac¸a˜o ocorra e´ necessa´rio um gasto de energia
que e´ fornecida pelo pro´prio buraco negro, o que implicaria na sua evaporac¸a˜o, isto e´, uma
diminuic¸a˜o do seu tamanho com o passar do tempo (DAMASIO e PACHECO, 2009).
Quando a mecaˆnica quaˆntica e´ levada em conta, e´ de se esperar que as energias
das part´ıculas devam ser restringidas para que o comprimento de onda dessas part´ıculas
sejam menores do que o tamanho do buraco negro. Assim, parece razoa´vel postular que o
nu´mero de configurac¸o˜es internas seja finito (GIBBONS e HAWKING, 1977). Neste caso,
pode-se associar com o buraco negro uma entropia SH que pode ser o logaritmo deste
nu´mero, de poss´ıveis configurac¸o˜es.
E´ importante o estudo da termodinaˆmica de buracos negros para perceber como
a entropia do universo aumenta espontaneamente. Se considerarmos a primeira lei da
termodinaˆmica como sendo:
dE = TdS − pdV , (2.28)
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podemos perceber que uma pequena mudanc¸a na entropia de um sistema e´ acompanhada
por uma variac¸a˜o proporcional na energia do sistema. O fator de proporcionalidade e´
chamada de temperatura do sistema, ou seja, T e´ a temperatura, S e´ a entropia, p e´ a
pressa˜o e V e´ o volume do sistema.
O mesmo pode ser pensado para buracos negros, uma pequena variac¸a˜o da massa
do buraco negro altera a a´rea do horizonte de eventos. A` esta pequena mudanc¸a na
massa e´ multiplicada por um fator de proporcionalidade que Hawking (1976) chamou de
gravidade de superf´ıcie, que e´ uma medida da forc¸a do campo gravitacional no horizonte
de eventos. Nesta dissertac¸a˜o a gravidade de superf´ıcie e´ representada pela letra κ.
Como ja´ foi dito, podemos fazer algumas correspondeˆncias de propriedades termo-
dinaˆmicas com os buracos negros como, por exemplo, energia, entropia e temperatura sa˜o
correspondidas a` massa, a´rea e gravidade de superf´ıcie como segue.
E ←→M (2.29)
S ←→ A (2.30)
T ←→ κ
2pi
. (2.31)
No contexto da TRG esta analogia e´ essencialmente perfeita, com cada lei da
termodinaˆmica correspondendo a uma lei da mecaˆnica dos buracos negros (CARROLL,
2003). A lei zero afirma que no equil´ıbrio te´rmico a temperatura e´ constante em todo
sistema. Para buracos negros, isto corresponde a uma gravidade superficial κ constante.
A primeira lei mostra a conservac¸a˜o da energia dada pela equac¸a˜o (2.28), enta˜o, Unruh e
Schu¨tzhold 2007 mostram que seu correspondente para uma buraco negro e´:
dM =
κdA
8pi
+ ΩHdJ , (2.32)
onde M e´ a massa, A e´ a a´rea, κ e´ a gravidade superficial, ΩH e´ a velocidade angular e
J e´ o momento angular do buraco negro, ale´m disso massa e energia se relaciona como
sendo E = mc2. A segunda lei que afirma que a entropia nunca diminui, o que implica
numa correspondeˆncia de que a a´rea do buraco negro tambe´m nunca diminui. Finalmente,
a declarac¸a˜o usual da terceira lei de que e´ imposs´ıvel alcanc¸ar T = 0 implica em que a
gravidade de superf´ıcie nunca vai a zero (CARROLL, 2003; UNRUH e SCHU¨TZHOLD,
2007). Para que isto seja consistente e´ necessa´rio que o buraco negro emita uma radiac¸a˜o
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te´rmica com uma temperatura dada por:
TH =
1
4pi
∣∣∣∣dg00dr
∣∣∣∣∣∣∣∣
r=rh
. (2.33)
Onde o ponto r = rh corresponde ao raio do horizonte de eventos. Esta equac¸a˜o sera´
mostrada no cap´ıtulo 3. E a entropia e´ calculada pela seguinte expressa˜o:
S =
∫
dM
TH
. (2.34)
Nas subsec¸o˜es a seguir vamos considerar dois exemplos para o ca´lculo da tempera-
tura e entropia, sa˜o eles: o caso de Schwarzscild e o caso BTZ
Termodinaˆmica para o caso da me´trica de Schwarzschild
Vamos agora considerar a me´trica de Schwarzschild para calcular tanto a tempera-
tura Hawking tanto como a entropia atrave´s das relac¸o˜es acima. Para a me´trica (2.20) a
temperatura e´ calculada atrave´s da equac¸a˜o (2.33) a qual obtemos:
T
(S)
H =
1
4pi
d
dr
(
1− 2M
r
) ∣∣∣∣
r=2M
⇒ T (S)H =
1
8piM
. (2.35)
Utilizando a equac¸a˜o acima para calcular a entropia atrave´s de (2.34), enta˜o:
S(S) =
∫
8piMdM = 4piM2 = pir2h , (2.36)
onde denominamos rh como sendo o raio do horizonte de Schwarzschild. Escrevendo este
resultado da entropia em termos da a´rea de uma esfera, enta˜o:
S(S) =
A
4
. (2.37)
Esta equac¸a˜o e´ conhecida como fo´rmula de Bekeinstein-Hawking, que postularam que a
entropia de uma buraco negro deve ser proporcional a sua a´rea.
Ao longo da dissertac¸a˜o utilizaremos o ı´ndice (S) para representar propriedades
referentes ao buraco negro de Schwarzschild, temperatura, entropia e calor espec´ıfico.
Da lei da radiac¸a˜o de Stephan-Boltzmann para um corpo negro temos:
dE
dt
∼= −σAT 4 , (2.38)
onde σ e´ a constante de Stephan-Boltzmann dada por
σ =
pi2
60
,
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no sistema natural de unidades.
Analisando o caso de Schwarzschild, como E = M (lembre que estamos no sistema
de unidades naturais), A = 16piM2 e T
(S)
H = 1/8piM , enta˜o percebemos que:
dM
dt
∝ 1
M2
.
Como ja´ era de se esperar, quanto mais massivo o buraco negro for, maior sera´
seu tempo de vida. Ale´m disso, se considerarmos o Sistema Internacional de unidade e
substituirmos os valores de todas as constantes na temperatura T
(S)
H , observamos que:
T
(S)
H ∝
1
M
.1023 . (2.39)
Se considera´ssemos, por exemplo, que o Sol colapsasse e se tornasse um buraco negro,
como sua massa e´ da ordem de 1030kg, ver´ıamos que a temperatura radiada por ele seria
da ordem de 10−7K, o que e´ um valor muito baixo para ser detectado. Poder´ıamos, por
exemplo, procurar por buracos negros velhos, ou seja, que sua radiac¸a˜o estivesse quase no
fim, mas Toniato 2010 mostra que estes buracos negros seriam inapropriados ja´ que seu
tempo de vida estimado seria da ordem de 1073 anos, o que representa uma idade muito
maior do que a idade do pro´prio universo.
Termodinaˆmica para o caso da me´trica BTZ
Agora, usando a me´trica BTZ vista na sec¸a˜o anterior atrave´s da equac¸a˜o (2.22), a
temperatura sera´:
TH =
1
4pi
d
dr
(
−M + r
2
l2
+
J2
4r2
) ∣∣∣∣
r=r+
⇒ TH = 1
2pir+
(
r2+
l2
− J
2
4r2+
)
. (2.40)
Utilizando esta equac¸a˜o para calcular a entropia atrave´s da equac¸a˜o (2.34) e ale´m disso
mudando o elemento de integrac¸a˜o dM para dr+ temos:
S =
∫
2pir+
(
r2+
l2
− J
2
4r2+
)−1(
2r+
l2
− J
2
2r3+
)
dr+ ⇒
S =
∫
4pidr+ ⇒
S = 4pir+ ⇒
S = A . (2.41)
onde consideramos que a a´rea do buraco negro em (2 + 1)-dimenso˜es e´ A = 4pir+ (EUNE,
KIM e YI, 2013).
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A partir dos teoremas provados por Stephen Hawking, Jacob Bekenstein conjec-
turou que a entropia de buraco negro deveria ser proporcional a` a´rea de seu horizonte
de eventos. Como vimos, para estes casos particulares, comprovamos esta relac¸a˜o entre
entropia e a´rea.
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Cap´ıtulo 3
Na˜o Comutatividade
Os pressupostos ba´sicos da na˜o-comutatividade foram propostos desde cedo pelos
fundadores da mecaˆnica quaˆntica, por exemplo, Heisenberg, na tentativa de introduzir um
corte ultravioleta eficaz. Experimentando contornos de divergeˆncias nas teorias como da
eletrodinaˆmica quaˆntica e Snyder foi o primeiro a formalizar a ide´ia de na˜o-comutatividade
(SZABO, 2003).
A motivac¸a˜o para o estudo do espac¸o-tempo na˜o-comutativo aparece em teorias
como a teoria das cordas, na qual no limite de baixas energias encontramos a teoria de
Yang-Mills na˜o-comutativa, proposta por Seiberg e Witten e, tambe´m, em teoria na˜o-
comutativa no problema de Landau (que sera´ discutido na pro´xima sec¸a˜o) que descreve
o movimento de um ele´tron na presenc¸a de um campo magne´tico externo; na mate´ria
condensada, surge a teoria de campos na˜o-comutativa e no efeito Hall quaˆntico.
3.1 Aspectos Gerais
O espac¸o-tempo na˜o-comutativo nasceu essencialmente com a mecaˆnica quaˆntica,
ja´ que no espac¸o de fases1 as varia´veis canoˆnicas xµ e pν sa˜o substitu´ıdas por operadores
xˆµ e pˆν que obedecem a relac¸a˜o de comutac¸a˜o de Heisenberg [xˆ
µ, pˆν ]. Como consequeˆncia,
o espac¸o de fases torna-se espalhado e a noc¸a˜o de ponto sede lugar a` ce´lula de Planck
(SZABO, 2003), e quando tomamos o limite cla´ssico em que ~ → 0 obtemos o espac¸o
1Espac¸o de fases ou espac¸o fa´sico e´ definido como o espac¸o formado pelas posic¸o˜es generalizadas e seus
momentos conjugados correspondentes. Fisicamente cada ponto do espac¸o fa´sico representa um poss´ıvel
estado do sistema mecaˆnico.
comum. Foi Van Neumann quem tentou descrever esta geometria “sem ponto”, segundo
ele “a noc¸a˜o de ponto no espac¸o quaˆntico na˜o tem sentido por causa do princ´ıpio da
incerteza de Heisenberg da mecaˆnica quaˆntica”, isto levou a a´lgebra de Von Neumann e
era essencialmente o nascimento da geometria na˜o-comutativa (SZABO, 2003).
De forma ana´loga ao que acontece no espac¸o de fases da mecaˆnica quaˆntica, na
geometria na˜o-comutativa as coordenadas do espac¸o-tempo xµ sa˜o substitu´ıdas por ope-
radores Hermitianos xˆµ, os quais obedecem a seguinte relac¸a˜o de comutac¸a˜o:
[xˆµ, xˆν ] = iΘµν . (3.1)
Em que Θµν representa uma matriz anti-sime´trica D×D, sendo D a dimensa˜o do espac¸o-
tempo e µ, ν = 0, 1, .., D−1, e tem dimensa˜o de comprimento ao quadrado. No caso mais
simples Θ e´ uma constante. Devido as coordenadas na˜o comutarem, elas na˜o podem ser
diagonalizadas simultaneamente, o que implica em uma relac¸a˜o de incerteza proporcional
a Θ. Utilizando o princ´ıpio da incerteza de Heisenberg generalizado, ou seja:
∆xµ2∆xν2 ≥
(
1
2i
[xˆµ, xˆν ]
)2
, (3.2)
encontramos,
∆xµ∆xν ≥ 1
2
∣∣Θµν∣∣ . (3.3)
A partir dessa relac¸a˜o a noc¸a˜o de ponto na˜o faz mais sentido, ja´ que se localizarmos
bem uma coordenada a outra se torna espalhada, perdendo assim a representac¸a˜o usual de
um ponto atrave´s da localizac¸a˜o de duas coordenadas. A melhor evideˆncia que temos da
teoria da na˜o-comutatividade parte da teoria das cordas, que e´ o melhor candidato para
a teoria quaˆntica da gravidade. Devido as cordas terem comprimentos finitos, definidos
pela escala de Planck lp ≈
√
G~
c2
≈ 10−35m, na˜o e´ poss´ıvel observar distaˆncias menores do
que lp. Para altas energias, as cordas modificam o princ´ıpio da incerteza de Heisenberg
(ZSABO, 2003). Ale´m disso, estudos recentes teˆm mostrado que o princ´ıpio da incer-
teza generalizado (GUP) tem se tornado cada vez mais importante nas proximidades dos
horizontes de eventos dos buracos negros (ZSABO, 2003; MAJUMDER, 2013).
Por causa das cordas temos uma escala intr´ınseca finita devido a na˜o-comutatividade
ls, onde na˜o e´ poss´ıvel observar escalas menores do que esta. Baseado nas altas energias
das cordas, elas modificam o princ´ıpio da incerteza de Heisenberg, possuindo a seguinte
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forma:
∆x =
~
2
(
1
∆p
+ l2s∆p
)
. (3.4)
Observe que no limite de ls = 0, a relac¸a˜o acima se torna a relac¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica
usual. Minimizando esta equac¸a˜o com respeito a variac¸a˜o do momento, um limite inferior
absoluto (∆x)min = l
2
s e´ mensura´vel. Desta forma, a teoria de cordas fornece uma forma
explicita da noc¸a˜o de achatamento do espac¸o-tempo descrito acima (SZABO, 2003). A
relac¸a˜o de incerteza pode ser postulada como sendo:
∆xi∆xj = l2p , (3.5)
onde lp e´ o comprimento de Planck do espac¸o-tempo. No limite de baixas energias lp → 0,
recuperamos o espac¸o-tempo cla´ssico usual com as coordenadas comutando em grandes
distaˆncias.
3.2 Problema de Landau
O problema de Landau trata de um sistema na˜o-relativ´ıstico de Ne ele´trons in-
teragindo e movendo-se em duas dimenso˜es. Vamos considerar uma part´ıcula carregada
de massa m movendo-se no plano ~ra = 1, ..., Ne e na presenc¸a de um campo magne´tico
~B = Bzˆ constante e perpendicular ao plano em que eles se movem.
A lagrangiana para esta situac¸a˜o f´ısica e´ dada por
L =
Ne∑
a=1
[me
2
~˙r2a + e~˙ra · ~A(~ra)− V (~ra)
]
−
∑
a<b
U(~ra − ~rb) , (3.6)
onde o primeiro termo e´ o termo de energia cine´tica, o segundo termo e´ o potencial vetor,
o terceiro termo representa o potencial eletromagne´tico e o u´ltimo termo e´ o potencial de
interac¸a˜o entre as part´ıculas. Este potencial vetor que aparece na equac¸a˜o acima pode
ser escrito na forma ~A(~ra) = (0, Bxa, 0) devido a um calibre. Como o campo magne´tico
e´ representado pelo rotacional do potencial vetor ~A(~ra), podemos supor um calibre da
seguinte maneira:
~A′ = ~A+∇f e V ′ = V − ∂f
∂t
, (3.7)
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onde f e´ uma func¸a˜o arbitra´ria das coordenadas (GREINER, 1989). 2
Para a quantizac¸a˜o desse sistema, vamos proceder de modo usual, ou seja, deter-
minar o correspondente operador hamiltoniano que pode ser obtido da func¸a˜o lagrangiana
L por
H =
∑
i
piq˙i − L , (3.8)
tomando a forma:
H =
Ne∑
a=1
[
pi2a
2me
+ V (~ra)
]
+
∑
a<b
U(~ra − ~rb) , (3.9)
sendo
~pia = me~˙ra = ~pa − e ~A(~ra) (3.10)
sa˜o o momento mecaˆnico, enquanto ~pa e´ o momento canoˆnico que obedece as relac¸o˜es de
comutac¸a˜o usuais:
[xa, p
x
b ] = [ya, p
x
b ] = iδ
ab , (3.11)
[xa, yb] = [p
x
a, p
y
b ] = 0 .
A relac¸a˜o de comutac¸a˜o dos momentos mecaˆnicos tem um comutador quaˆntico na˜o
nulo dado por:
[pˆixa , pˆi
y
b ] = ieBδab , (3.12)
onde usamos que [~p, ~A(~r)] = −i∇A
Assim, para um campo magne´tico B muito forte, o espac¸o dos momentos se torna
na˜o-comutativo. O operador pˆia pode ser escrito em termos dos operadores de criac¸a˜o e
aniquilac¸a˜o do oscilador harmoˆnico. Na auseˆncia de interac¸o˜es, V = U = 0, os autovalores
de energia da hamiltoniana sa˜o aqueles dos n´ıveis de Landau
E =
eB
me
(
n+
1
2
)
, n = 0, 1, 2, ... (3.13)
2Podemos fazer uma escolha para f de tal forma que devemos obter ~A(~ra) = (0, Bxa, 0). Ale´m disso,
mais na frente consideraremos que os potenciais sera˜o zero, desta forma, na˜o nos preocupamos com o
potencial escalar V .
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A na˜o-comutatividade no espac¸o das coordenadas surge quando tomamos o limite
de campo forte B → ∞, ou formalmente tomamos o limite de massa pequena me → 0.
Neste limite a lagrangiana torna-se
L0 =
Ne∑
a=1
[eBxay˙a − V (xa, ya)]−
∑
a<b
U(~ra − ~rb) . (3.14)
Tomemos para cada a = 1, ..., Ne, que a lagrangeana acima e´ da forma pq˙ − h(p, q), e
forma um par canoˆnico (eBxa, ya) cuja relac¸a˜o de comutac¸a˜o e´:[
xˆia, xˆ
j
b
]
=
iδab
ij
eB
= iδabΘ
ij , (3.15)
em que o paraˆmetro da na˜o-comutatividade e´:
Θij =
ij
eB
, (3.16)
sendo ij o tensor de Levi-Civita`. Note que o espac¸o na˜o-comutativo segue da na˜o-
comutatividade do momento por imposic¸a˜o de restric¸o˜es de primeira classe pia ≈ 0. O
movimento de ele´trons no n´ıvel mais baixo de Landau e´ efetivamente descrito por um
plano na˜o-comutativo (ZSABO, 2003; TEDESCO, 2010).
3.3 Produto Moyal
A primeira aparic¸a˜o do produto Moyal foi na mecaˆnica quaˆntica. Era um produto
escrito como uma expansa˜o em se´rie de poteˆncias de ~ e que e´ especialmente u´til para
ana´lises semicla´ssicas (OSBORN e MOLZAHN, 1995). Define-se o produto Moyal entre
duas func¸o˜es definidas no espac¸o na˜o comutativo como sendo:
f(x) ? g(x) = f(x) exp
[
i
2
←−
∂ µΘ
µν−→∂ ν
]
g(x) . (3.17)
Em que a seta acima da derivada representa a direc¸a˜o de atuac¸a˜o da derivada. Expandindo
em se´ries para termos de primeira ordem de Θ, obtemos:
f(x) ? g(x) = f(x)
[
1 +
i
2
←−
∂ µΘ
µν−→∂ ν +O(Θ2)
]
g(x)
= f(x)g(x) +
i
2
Θµν∂µf(x)∂νg(x) +O(Θ
2) . (3.18)
Perceba que este produto acrescenta uma fase na multiplicac¸a˜o de dois operadores.
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Propriedades do Produto Moyal
As relac¸o˜es a seguir sa˜o implicac¸o˜es imediadas da definic¸a˜o do produto Moyal.
i) Comutador entre duas coordenadas:
[xµ ?, xν ] = xµ ? xν − xν ? xµ
= xµxν +
i
2
Θµν∂µx
µ∂νx
ν − xνxµ − i
2
Θµν∂µx
ν∂νx
µ
= iΘµν . (3.19)
ii) Comutador entre as coordenadas xµ e f(x):
[xµ ?, f(x)] = xµ ? f(x)− f(x) ? xµ
= xµf(x) +
i
2
Θµν∂µx
µ∂νf(x)− f(x)xµ − i
2
Θµν∂µf(x)∂νx
µ
= iΘµν∂νf(x) . (3.20)
iii) Comutador entre duas func¸o˜es f(x) e g(x):
[f(x) ?, g(x)] = f(x) ? g(x)− g(x) ? f(x)
= f(x)exp
[
i
2
←−
∂ µΘ
µν−→∂ ν
]
g(x)− g(x)exp
[
i
2
←−
∂ µΘ
µν−→∂ ν
]
f(x)
= 2if(x)sen
(
1
2
Θµν
←−
∂ µ
−→
∂ ν
)
g(x) . (3.21)
Ainda podemos mostrar que o anti-comutador de duas func¸o˜es f(x) e g(x) e´ dado
por:
{f(x) ?, g(x)} = 2f(x)cos
(
1
2
Θµν
←−
∂ µ
−→
∂ ν
)
g(x) . (3.22)
Vamos agora, considerar a transformada de Fourier dada por:
f(x) =
∫
dDk
(2pi)d
f˜(k)eikµxˆ
µ
, (3.23)
para mostrar algumas outras propriedades.
A representac¸a˜o de Fourier para o produto Moyal de duas func¸o˜es e´:
f(x) ? g(x) =
∫ ∫
dDk
(2pi)D
dDk′
(2pi)D
f(k)g(k′)eikµxˆ
µ
eik
′
ν xˆ
ν
. (3.24)
Usando a fo´rmula de Baker-Campbell-Hausdorff, ou seja:
eA · eB = eA+B · e− 12 [A,B] , (3.25)
27
obtemos que o produto das exponenciais na integral se torna:
eikµxˆ
µ
eik
′
ν xˆ
ν
= ei(kµxˆ
µ+k′ν xˆν) · e− 12kµ[xˆµ,xˆν ]k′ν
= ei(kµxˆ
µ+k′ν xˆν) · e− i2kµΘµνk′ν , (3.26)
desta forma obtemos:
f(x) ? g(x) =
∫ ∫
dDk
(2pi)D
dDk′
(2pi)D
ei(kµxˆ
µ+k′ν xˆν)f(k)g(k′)e−
i
2
kµΘµνk′ν . (3.27)
Uma outra propriedade e´ a integrac¸a˜o do produto Moyal. Para mostrar a pro-
priedade a seguir, devemos levar em considerac¸a˜o a anti-simetria da matriz Θ e ainda
que: ∫
dDk
(2pi)D
ei(kµxˆ
µ+k′ν xˆν) = δ(k + k′) , (3.28)
sendo assim, mostramos que:∫
dDx f(x) ? g(x) =
∫
dDx f(x)g(x) . (3.29)
Ou seja, a integrac¸a˜o do produto moyal de duas func¸o˜es e´ igual a integrac¸a˜o do produto
natural dessas duas func¸o˜es.
A seguir faremos uma revisa˜o do estudo do buraco negro de Schwarzschild e do
buraco negro BTZ na˜o-comutativos. Caracterizaremos estes buracos atrave´s de suas pro-
priedades termodinaˆmicas como temperatura, entropia e calor espec´ıfico.
3.4 Me´trica de Schwarzschild na˜o-comutativa
A primeira soluc¸a˜o para buracos negros na˜o-comutativos foi a soluc¸a˜o do buraco
negro de Schwarzschild, obtida por por Nicolini, Smailagic e Spallucci em 2005. Em seu
artigo, Nicolini et al. (2005) mostram que os restos finais de um buraco negro, no plano de
fundo na˜o-comutativo, formam um objeto termodinaˆmico esta´vel. Ale´m disso no regime
em queM/
√
Θ 1, a lei da entropia/a´rea e´ recuperada (fo´rmula de Bekenstein-Hawking),
ou seja, a entropia e´ mu´ltipla da a´rea.
Devido a na˜o-comutatividade a estrutura tipo-ponto e´ “esmagada” e substitu´ıda
por uma estrutura “achatada” no espac¸o-tempo plano. Este efeito e´ matematicamente
implementado por uma regra de substituic¸a˜o, ou seja, a func¸a˜o delta de Dirac da´ lugar
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a uma distribuic¸a˜o Gaussiana de largura mı´nima
√
Θ (NICOLINI et al., 2005). Desta
forma a densidade de massa num campo gravitacional esta´tico e esfericamente sime´trico
e´:
ρΘ(r) =
M
(4piΘ)3/2
exp
(−r2/4Θ) , (3.30)
onde a massa total M e´ difusa na regia˜o de tamanhos linear de
√
Θ. A massa envolvida
em uma esfera de raio r e´ (WEI, LIU et al., 2001):
m(r) =
∫ r
0
4pir2ρΘdr
=
2M√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)
, (3.31)
onde
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)
≡
∫ r2/4Θ
0
x1/2e−xdx , (3.32)
e´ a func¸a˜o gamma e Θ e´ o paraˆmetro de na˜o-comutatividade.
A me´trica do buraco negro na˜o-comutativo Schwarzschild dada por:
ds2 = −H(r)dt2 +H(r)−1dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdϕ2 , (3.33)
onde (veja o APEˆNDICE A)
H(r) = 1− 2m(r)
r
= 1− 4M
r
√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)
. (3.34)
O raio do horizonte de evento e´ encontrado quando a componente g11 diverge, o
que e´ ana´logo a fazer H(r) = 0. Desta forma temos:
rˆh = 2M
[
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ +O
(√
Θ
M
)]
, (3.35)
note que o horizonte de eventos no caso na˜o-comutativo, e´ deslocado atrave´s de um fator
que depende do paraˆmetro Θ. No limite em que M/
√
Θ→∞, a equac¸a˜o acima se reduz
ao horizonte de eventos para o caso comutativo, ou seja rˆh = 2M .
3.4.1 Barreira de potencial para Schwarzschild na˜o-comutativa
Com o objetivo de encontrar um potencial efetivo para o buraco negro de Schwarzs-
child na˜o-comutativo e assim justificar o processo de tunelamento neste cena´rio, vamos
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utilizar os vetores de Killing, segundo o procedimento que se encontra no livro do Carrol
(2003).
Nosso problema e´ extremamente simplificado devido ao alto grau de simetria da
me´trica de Schwarzschild. Existem quatro vetores de Killing: treˆs para a simetria esfe´rica e
uma para a translac¸a˜o temporal. Cada um deles nos levam a uma constante de movimento
de uma part´ıcula livre (CARROL, 2003). Considerando Kµ como sendo um vetor de
Killing (o estudo detalhado dos vetores de Killing pode se encontrado no Carrol, 2003, na
pa´gina 133), enta˜o temos:
Kµ
dxµ
dλ
= constante . (3.36)
Em adic¸a˜o, existe outra constante de movimento devido as geode´sicas:
 = −gµν dx
µ
dλ
dxν
dλ
. (3.37)
E´ claro que para uma part´ıcula com massa podemos escolher λ = τ , enta˜o temos  = 1.
Para uma part´ıcula sem massa (nosso caso) sempre devemos ter  = 0. Vamos desenvolver
um potencial efetivo de maneira geral e ao final particularizamos para nosso caso, ou seja,
um fo´ton.
Antes de escrever explicitamente as expresso˜es para as quantidades conservadas,
associadas aos vetores de Killing devemos pensar um pouco no que elas podem represen-
tar. Invariaˆncia sob translac¸o˜es temporais nos levam a conservac¸a˜o da energia, enquanto
invariaˆncia sob rotac¸o˜es espaciais levam a conservac¸a˜o do momento angular (CARROL,
2003). Ale´m disso, a conservac¸a˜o do momento angular significa que a part´ıcula se move
no plano. Assim, podemos escolher Θ = pi/2 na me´trica de Schwarzschild. Com isto, os
dois vetores de Killing associados a` conservac¸a˜o da energia e do momento angular sa˜o:
E = g00
dt
dλ
, (3.38)
J = r2
dϕ
dλ
. (3.39)
Agora, vamos escrever a equac¸a˜o (3.37) em termos das componentes da me´trica (3.33).
−H(r)
(
dt
dλ
)2
+H(r)−1
(
dr
dλ
)2
+ r2
(
dϕ
dλ
)2
= − , (3.40)
multiplicando esta expressa˜o por H(r) e usando as expresso˜es de E e J , obtemos:
−E2 +
(
dr
dλ
)2
+H(r)
[
J2
r2
+ 
]
= 0 , (3.41)
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a qual podemos escrever
1
2
(
dr
dλ
)2
+ Veff (r) =
1
2
E2 , (3.42)
onde,
Veff (r) =
[
1− 4M
r
√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)](
J2
2r2
+

2
)
, (3.43)
para uma geode´sica tipo-tempo,  = 0, enta˜o:
Veff (r) =
[
1− 4M
r
√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)](
J2
2r2
)
. (3.44)
3.5 Me´trica de BTZ na˜o-comutativa
Nesta sec¸a˜o vamos considerar a me´trica do buraco negro na˜o-comutativo BTZ
dado por Kim (2008); Anacleto, Brito Passos (2015):
ds2 = −Fdt2 +N−1dr2 + 2r2Nφdtdφ+
(
r2 − ΘB
2
)
dφ2 , (3.45)
onde os componentes da me´trica sa˜o:
F =
r2 − r2+ − r2−
l2
− ΘB
2l2
, (3.46)
N =
1
r2l2
[
(r2 − r2+)(r2 − r2−)−
ΘB
2
(2r2 − r2+ − r2−)
]
, (3.47)
Nφ = −r+r−
lr2
, (3.48)
aqui B e´ a magnitude de um fluxo U(1) numa teoria de Chern-Simons U(1, 1) × U(1, 1)
e Θ e´ o paraˆmetro de na˜o-comutatividade com dimensa˜o de comprimento ao quadrado.
O mapa de Seiberg-Witten e´ realizado ate´ primeira ordem em Θ. Ainda, r+ e r− sa˜o os
horizontes internos e externos, respectivamente, do buraco negro comutativo BTZ, dados
por:
r2± =
l2M
2
1±
√
1−
(
J
Ml
)2 . (3.49)
O horizonte de eventos, do buraco negro na˜o-comutativo, denotado por rˆ± pode
ser determinado fazendo N2 = 0. Desta forma encontramos:
rˆ2± = r
2
± +
ΘB
2
+ ϑ(Θ2) , (3.50)
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note que o horizonte de eventos no caso na˜o-comutativo, e´ deslocado atrave´s de uma
constante ΘB/2. No limite em que Θ → 0, a equac¸a˜o acima se reduz ao horizonte de
eventos para o caso comutativo.
A me´trica do buraco negro BTZ na˜o-comutativo tambe´m pode ser reescrita como
sendo:
ds2 = −fdt2 +Q−1dr2 + J
r
rdrdt+
(
1− ΘB
2r2
)
r2dφ2 , (3.51)
onde
f = −M + r
2
l2
− ΘB
2l2
, (3.52)
Q = −M + r
2
l2
+
J2
4r2
− ΘB
2
(
2
l2
− M
r2
)
, (3.53)
sa˜o func¸o˜es apenas da posic¸a˜o r.
3.5.1 Barreira de potencial para BTZ na˜o-comutativa
Nesta sec¸a˜o iremos proceder de forma ana´loga ao que foi feito na sec¸a˜o 3.4 para
o ca´lculo do potencial efetivo do buraco negro de Schwarzschild na˜o-comutativo consi-
derando agora a me´trica BTZ na˜o-comutativa dada pela equac¸a˜o (3.51). Primeiramente
vamos calcular os vetores de Killing associados a` me´trica BTZ na˜o-comutativa. Sa˜o eles:
E =
2f
J
dt
dλ
+
dφ
dλ
,
L =
(
fΘB
J
− J
2
)
dt
dλ
+ r2
dφ
dλ
, (3.54)
onde E e´ a energia por unidade de massa e L e´ o momento angular por unidade de
massa. Entretanto, a constante E na˜o pode ser interpretada como a energia da part´ıcula
no infinito, ja´ que o campo do buraco negro na˜o e´ assintoticamente plano (SADEGHI e
REZA, 2015). Destas expresso˜es acima podemos obter:
dt
dλ
=
(
L− r2E) [(−M + r2
l2
)
ΘB
J
− J
2
− 2fr
2
J
]−1
, (3.55)
e
dφ
dλ
= E − (2fL− 2fr2E) [(−M + r2
l2
)
ΘB − J
2
2
− 2fr2
]−1
. (3.56)
Usando a equac¸a˜o da geode´sica (3.37) obtemos:
dr
dλ
= Q
[
−2 + f
(
dt
dλ
)2
+ J
(
dt
dλ
)(
dφ
dλ
)
−
(
r2 − ΘB
2
)(
dφ
dλ
)2]
. (3.57)
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Reescrevendo esta equac¸a˜o na forma
1
2
(
dr
dλ
)2
+ V (r) = 0 , (3.58)
podemos identificar o potencial efetivo V (r) do buraco negro BTZ na˜o-comutativo como
sendo:
V (r) = −Q
2
[
−2 + f
(
dt
dλ
)2
+ J
(
dt
dλ
)(
dφ
dλ
)
−
(
r2 − ΘB
2
)(
dφ
dλ
)2]
. (3.59)
Para part´ıculas sem massa devemos ter  = 0 na expressa˜o acima. Ale´m disso, para obter
a expressa˜o explicita do potencial efetivo, basta substituir as expresso˜es de f e Q e as
equac¸o˜es (3.55) e (3.56) na equac¸a˜o acima e desprezar termos da ordem de Θ2. Fazendo
estas devidas substituic¸o˜es, o potencial efetivo e´ mostrado na figura abaixo.
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Cap´ıtulo 4
Termodinaˆmicas de Buracos Negros
Na˜o-comutativos
O princ´ıpio da incerteza generalizado tem grande influeˆncia no estudo da fenome-
nologia da gravidade quaˆntica que, aparentemente, desempenha um papel importante na
estimativa das poss´ıveis modificac¸o˜es da termodinaˆmica de buracos negros (TAWFIK e
DIAB, 2014). Neste cap´ıtulo vamos analisar a termodinaˆmica de buracos negros na˜o-
comutativos com correc¸o˜es devido ao princ´ıpio da incerteza generalizado, mais especifica-
mente sera˜o analisados os casos de Schwarzchild e BTZ, com uma aproximac¸a˜o WKB, via
o me´todo de Hamilton-Jacobi. Encontramos propriedades termodinaˆmicas modificadas
devido ao GUP e investigamos modificac¸o˜es quaˆnticas para a lei da a´reas da entropia de
Bekeinstein-Hawking.
4.1 Buraco negro Schwarzschild na˜o-comutativo
Iniciando nossa investigac¸a˜o, vamos considerar o buraco negro de Schwarzschild
na˜o-comutativo pro´ximo ao horizonte de eventos. Assim, podemos reescrever a me´trica
(3.33) como sendo:
ds2 = −H˜(r)dt2 + 1
H˜(r)
dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdϕ2 , (4.1)
onde H˜(r) = H ′(r)(r−rˆh), em que a linha representa a derivada da func¸a˜o H com respeito
ao raio r, aplicada no ponto rˆh
A partir de agora utilizaremos o me´todo de Hamilton-Jacob que consiste em: (i)
partir da equac¸a˜o de Klein-Gordon de um campo escalar, devido a criac¸a˜o do par de
part´ıculas pro´ximo a barreira de potencial do buraco negro; (ii) devido a irregularidade
do potencial, fazer uma aproximac¸a˜o WKB, o qual se obte´m a equac¸a˜o de Hamilton-
Jacobi para ordens mais baixas de ~; (iii) propor uma separac¸a˜o de varia´veis; (iv) calcular
a probabilidade de tunelamento da part´ıcula; e (v) comparar com o fator de Boltzmman,
do ensemble canoˆnico. Feito isto, determinamos a radiac¸a˜o Hawking emitida pelo buraco
negro. Seguindo este me´todo, partimos da equac¸a˜o de Klein-Gordon para o caso de um
campo escalar φ dada por:[
1√−g∂µ(
√−ggµν∂)− m
2
~2
]
Φ = 0 , (4.2)
e aplicando a aproximac¸a˜o WKB
Φ = exp
[
i
~
I(t, r, xi)
]
, (4.3)
no´s obtemos
gµν∂µI∂νI +m
2 = 0 . (4.4)
E´ interessante perceber que a equac¸a˜o de Klein-Gordon resulta da equac¸a˜o de Hamilton-
Jacobi relativ´ıstica para ordens mais baixa de ~. Em termos da me´trica (3.33), temos
− 1
H˜(r)
(∂tI)
2 + H˜(r)(∂rI)
2 +
1
r2
(∂ϑI)
2 +
1
r2sen2ϑ
(∂ϕI)
2 +m2 = 0 , (4.5)
desta forma podemos assumir uma soluc¸a˜o para a equac¸a˜o de Klein-Gordon como uma
separac¸a˜o de varia´veis como segue
I = −Et+W (r) + Jϑϑ+ Jϕϕ , (4.6)
onde Jϑ e Jϕ sa˜o constantes. Substituindo a separac¸a˜o acima na equac¸a˜o (4.5) e resolvendo
para W (r), a parte espacial da ac¸a˜o cla´ssica temos:
W (r) =
∫
C
√
E2 −H ′(rˆh)(r − rˆh)
(
J2ϑ
r2
+ Jϕ
r2sen2ϑ
+m2
)
H ′(rˆh)(r − rˆh) =
2pii
H ′(rˆh)
E , (4.7)
onde esta integral foi resolvida usando o teorema do res´ıduo.
Por outro lado, a probabilidade de tunelamento da part´ıcula e´ dada por:
Γ = exp [−2Im(I)] ⇒ Γ = exp
[
− 4piE
H ′(rˆh)
]
. (4.8)
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Agora, comparando a equac¸a˜o acima com o fator de Boltzmann, ou seja, exp(−E/TH)
podemos obter a temperatura Hawking do buraco negro Schwarzschild na˜o-comutativo,
dado por:
T˜
(S)
H =
H ′(rˆh)
4pi
. (4.9)
Como ja´ foi comentado no cap´ıtulo 1, a func¸a˜o H ′(rˆh) e´ conhecida como gravidade de
superf´ıcie do buraco negro, que e´ a intensidade da forc¸a gravitacional no horizonte de
eventos. Assim,
dH
dr
∣∣∣∣
r=rˆh
=
4M
rˆ2h
√
pi
γ
(
3
2
,
rˆ2h
4Θ
)
− Mrˆh√
piΘ3/2
e−rˆ
2
h/4Θ
=
1
rˆh
− Mrˆh√
piΘ3/2
e−rˆ
2
h/4Θ , (4.10)
Agora, substituindo (3.35) na equac¸a˜o acima temos,
dH
dr
∣∣∣∣
r=rˆh
=
1
2M
(
1− 2M√
Θpi
e−
M2
Θ
)−1
− 2M
2
√
piΘ3/2
(
1− 2M√
Θpi
e−
M2
Θ
)
e
−M2
Θ
(
1− 4M√
Θ
e−
M2
Θ
)
=
1
2M
(
1 +
2M√
Θpi
e−
M2
Θ
)
− 2M
2
√
piΘ3/2
e
−M2
Θ
(
1− 4M√
Θ
e−
M2
Θ
)
. (4.11)
Na passagem da primeira para a segunda linha desconsideramos o termo de (e−M
2/Θ)2
por ser desprez´ıvel. Agora, vamos desconsiderar termo de (4M/Θ)e−M
2/Θ quando com-
paramos com o termo de ordem zero. Desta forma encontramos:
dH
dr
∣∣∣∣
r=rˆh
=
1
2M
[
1−
(
M√
Θ
)3
4√
pi
e−M/Θ
]
. (4.12)
Esta expressa˜o foi obtida na aproximac¸a˜o em que rˆ2h/4Θ  1 devido ao fato de
na˜o termos uma expressa˜o exata para o raio do horizonte de eventos, ja´ que ele possui
uma dependeˆncia da func¸a˜o gamma. Ale´m disso, consideramos os termos de maior im-
portaˆncia nas expanso˜es, assim desprezamos os termos de primeira poteˆncia de M/
√
(Θ).
Finalmente, substituindo esta relac¸a˜o em (4.9) obtemos:
T˜
(S)
H =
1
8piM
[
1−
(
M√
Θ
)3
4√
pi
e−M
2/Θ + ...
]
. (4.13)
Considerando T
(S)
h = 1/(8piM), como a temperatura do buraco negro comutativo
Schwarzschild, podemos reescrever a equac¸a˜o acima como:
T˜
(S)
H = T
(S)
h −
16
√
piM3
T
(S)
h Θ
3/2
e−M
2/Θ + ... . (4.14)
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Na equac¸a˜o (4.13), quando M/
√
Θ → ∞, retornamos ao caso usual de Schwarzs-
child, apresentada no cap´ıtulo 1.
4.2 Buraco negro de Schwarzschild e o Princ´ıpio da
Incerteza Generalizado
Nesta sec¸a˜o no´s vamos considerar o GUP no formalismo de tunelamento via me´-
todo Hamilton-Jacobi para encontrar correc¸o˜es quaˆnticas para a temperatura Hawking,
entropia, e calor espec´ıfico do buraco negro Schwarzschild na˜o-comutativo. Assim, nosso
ponto de partida e´ o GUP (ALI, DAS e VAGENAS, 2009; TAWFIK e DIAS, 2014), que
e´ uma extensa˜o apresentada por Kempf, Mangano e Mann (1994), dada por:
∆x∆p ≥ ~
[
1− αlp
~
∆p+
α2l2p
~2
(∆p)2
]
, (4.15)
onde α e´ um paraˆmetro positivo e adimensional, lp =
√
~G/c3 = MpG/c2 ≈ 10−35m e´
o comprimento de Planck, Mp =
√
~c/G e´ a massa de Planck e c e´ a velocidade da luz.
Desde que G seja a constante de gravitac¸a˜o de Newton, os termos de correc¸a˜o na relac¸a˜o
de incerteza (4.15) sa˜o devido aos efeitos da gravidade.
Desta forma, resolvendo a equac¸a˜o (4.15) para ∆p e expandindo em termos de
lp/∆x << 1, ela pode ser reescrita da seguinte forma:
∆p ≥ 1
2∆x
[
1− α
2∆x
+
α2
2(∆x)2
+ ...
]
. (4.16)
Como estamos escolhendo G = c = kB = 1, enta˜o escolhemos, tambe´m, ~ = 1 e assim
devemos ter, consequentemente, lp = 1. Neste sistema de unidades o princ´ıpio da incerteza
se torna
∆x∆p ≥ 1 . (4.17)
Agora, usando a forma saturada para o princ´ıpio da incerteza temos,
E∆x ≥ 1 , (4.18)
que segue a forma saturada do princ´ıpio da incerteza de Heisenberg, ∆x∆p ≥ 1, onde E
e´ a energia da part´ıcula quaˆntica. Sendo assim, podemos reescrever a equac¸a˜o (4.16) da
seguinte forma
EG = E
[
1− α
2∆x
+
α2
2(∆x)2
+ ...
]
. (4.19)
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Enta˜o, usando o me´todo de Hamilton-Jacobi, a probabilidade da part´ıcula tunelar a bar-
reira de potencial, com energia corrigida torna-se
Γ ' exp [−2Im(I)] = exp
[
−2piEG
κ
]
. (4.20)
Mais uma vez, comparando com o fator de Boltzmann
(
e−E/T
)
, podemos obter a tempe-
ratura para o buraco negro de Schwarzschild na˜o-comutativo
T
(S)
GUP = T˜
(S)
H
[
1− α
2(∆x)
+
α2
2(∆x)2
+ ...
]−1
. (4.21)
Levando em considerac¸a˜o a expressa˜o de T˜
(S)
H da sec¸a˜o anterior, equac¸a˜o (4.14), e ∆x =
2rˆh, onde rˆh e´ dado pela equac¸a˜o (3.35), podemos obter a temperatura Hawking corrigida
devido ao GUP para o buraco negro de Schwarzschild como sendo:
T
(S)
GUP =
1
8piM
[
1−
(
M√
Θ
)3
4√
pi
e−M
2/Θ + ...
]
× (4.22)[
1 +
α
8M
(
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−1
− α
2
16M2
(
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−2]−1
Agora, vamos usar a relac¸a˜o usual entre temperatura e entropia de buracos negros
para determinar a entropia do buraco negro de Schwarzschild num plano de fundo na˜o
comutativo como segue:
S
(S)
GUP =
∫
1
T˜
(S)
GUP
dM
=
∫
8piM
[
1−
(
M√
Θ
)3
4√
pi
e−M
2/Θ + ...
]−1
×[
1 +
α
8M
(
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−1
− α
2
16M2
(
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−2]
=
∫
8piM
[
1 +
(
M√
Θ
)3
4√
pi
e−M
2/Θ + ...
]−1
×[
1 +
α
8M
(
1 +
2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)
− α
2
16M2
(
1 +
4M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−2]
, (4.23)
logo, a entropia sera´:
S
(S)
GUP = 4piM
2 − 16
√
piM3√
Θ
e−M
2/Θ − 1
2
piα2ln(M) + piαM
−
(
1− α
2M
) 2α√piM2√
Θ
e−M
2/Θ +
(
α +
2αM
Θ
− 3M
2
− 2M
3
Θ
)
αe−2M
2/Θ
− 3
2
piα2erf
(
M√
Θ
)
, (4.24)
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onde a func¸a˜o erro e´ definida como sendo:
erf (x) ≡ 2√
pi
∫ x
0
dte−t
2
. (4.25)
Os dois primeiros termos da entropia concordam com o caso na˜o-comutativo puro,
ou seja, S = A/4 (WEI et al., 2011). O terceiro termo, como era de se esperar, e´ uma
correc¸a˜o em termos do logaritmo de M . Se considerarmos ainda que S(S) = 4piM2,
percebemos que existe correc¸o˜es na forma polinomial de S
(S)
GUP em termos de S
(S). E
ainda, se Θ = 0 e α = 0 devemos ter S
(S)
GUP = S
(S) = 4piM2.
O calor espec´ıfico a volume constante Cv para do buraco negro de Schwarzschild
usual e´:
C(S)v = 12piT
(S)
h . (4.26)
Assim, o calor espec´ıfico a volume constante corrigido devido ou GUP ocorre na
mudanc¸a de T
(S)
h por T
(S)
GUP na equac¸a˜o acima. Logo, usando a expressa˜o dada pela equac¸a˜o
(4.22)
C
(S)
GUP =
3
2piM
[
1−
(
M√
Θ
)3
4√
pi
e−M
2/Θ + ...
]
× (4.27)[
1 +
α
8M
(
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−1
− α
2
16M2
(
1− 2M√
piΘ
e−M
2/Θ
)−2]−1
.
Na aproximac¸a˜o em que M2/Θ → ∞ e α = 0, a expressa˜o acima recai na forma usual
para o calor espec´ıfico de Schwarzschild, C
(S)
v = 3/(2piM) (TAWFIK e DIAB, 2014).
4.3 Buraco negro BTZ na˜o-comutativo
Nesta sec¸a˜o vamos considerar a me´trica do buraco negro BTZ no plano de fundo
na˜o-comutativo dado pela equac¸a˜o (3.45). Queremos deixar claro que os resultados que
seguem, a partir de agora, foram os resultados por no´s obtidos no desenvolvimento deste
trabalho.
Inicialmente, iremos considerar que o produto e a soma dos raios dos horizontes
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(3.50) sa˜o dados por:
rˆ+rˆ− =
√
r2+r
2− +
ΘB
2
(r2+ + r
2−) + ϑ(Θ
2)
=
√
l2J2
4
+
ΘBl2M
2
+ ϑ(Θ2)
=
lJ
2
[
1 +
ΘBM
J2
+ ϑ(Θ2)
]
, (4.28)
e
rˆ+ + rˆ− =
√
r2+ + r
2− + ΘB
= l2M + ΘB + ϑ(Θ2) . (4.29)
Observe que o produto e a soma dependem do paraˆmetro massa. Por outro lado,
para Θ = 0, o produto rˆ+rˆ− = lJ/2 e´ independente da massa. Da mesma forma, o
produto das entropias sera´:
S˜+S˜− = 16pi2rˆ+rˆ− ,
= 16pi2
√
l2J2
4
+
ΘBl2M
2
+ ϑ(Θ2) ,
= 8pi2lJ
[
1 +
ΘBM
J2
]
+ ϑ(Θ2) . (4.30)
Note que, para primeira ordem em Θ, o produto das entropias do buraco negro
BTZ na˜o-comutativo e´ dependente da massa. Por outro lado, para o cada de Θ = 0,
o resultado independe da massa (ARADHAN, 2015). Conjectura-se que o produto das
a´reas de buracos negros com mu´ltiplos horizontes sa˜o estaciona´rios, em alguns casos, e
independentes da massa do buraco (ANSORG e HENNING, 2009). No entanto, existem
estudos na literatura onde o produto das a´reas e´ dependente da massa (VISSER, 2013).
Por exemplo, tem sido mostrado que para o buraco negro Schwarszchild-de Sitter em (3+
1)-dimenso˜es, o produto das a´reas dos horizontes de eventos e dos horizontes cosmolo´gicos
na˜o dependem da massa. Recentemente, mostrou-se para o buraco negro acu´stico que os
aspectos universais do produto de a´reas dependem somente de quantidades quantizadas
como ana´logo de carga ele´trica conservada e o momento angular (ANACLETO, BRITO
e PASSOS, 2013).
Segundo Hawking, 1976, se considerarmos um buraco negro cercado pela radiac¸a˜o
de um corpo negro a` mesma temperatura do buraco negro, para que haja equil´ıbrio
te´rmico, o buraco negro na˜o deve rotacionar e ter carga ele´trica neutra, caso contrario
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ele emitiria part´ıculas com mesmo sinal do momento angular e da carga. Desta forma, a
partir de agora, iremos considerar o caso em que J = 0 na me´trica (3.51). Assim, pro´ximo
do horizonte de eventos do buraco negro na˜o comutativo BTZ, podemos reescrever esta
me´trica como sendo,
ds2 = −f˜dt2 + Q˜−1dr2 +
(
1− ΘB
2r2
)
r2dφ2 , (4.31)
onde f˜ = f ′(rˆ+)(r − rˆ+) e Q˜ = Q′(rˆ+)(r − rˆ+), em que a linha representa a derivada da
func¸a˜o f com respeito ao raio r, aplicada no ponto rˆ+.
Vamos considerar, agora, o me´todo de Hamilton-Jacob para determinar a tempe-
ratura Hawking. Sendo a equac¸a˜o de Klein-Gordon para o caso de um campo escalar φ
dada por: [
1√−g∂µ(
√−ggµν∂)− M
2
~2
]
Φ = 0 , (4.32)
e aplicando a aproximac¸a˜o WKB
Φ = exp
[
i
~
I(t, r, xi)
]
, (4.33)
no´s obtemos
gµν∂µI∂νI +M
2 = 0 , (4.34)
que em termos da me´trica (4.31), temos
− 1
f˜
(∂tI)
2 + Q˜(∂rI)
2 +
1
r2
(∂φI)
2 +M2 = 0 (4.35)
desta forma, podemos assumir uma soluc¸a˜o para a equac¸a˜o de Klein-Gordon como uma
separac¸a˜o de varia´veis como segue
I = −Et+W (r) + Jφφ , (4.36)
onde Jφ e´ uma constante. Substituindo a equac¸a˜o (4.36) na equac¸a˜o (4.35) e resolvendo
para W (r), a parte espacial da ac¸a˜o cla´ssica obtemos:
W (r) =
∫
C
√
E2 − f ′(rˆ+)(r − rˆ+)
(
2J2φ
2r2−ΘB +M
2
)
√
f ′(rˆ+)Q′(rˆ+)(r − rˆ+)
=
2pii
κ
E , (4.37)
em que usamos o teorema do res´ıduo para resolver esta integral e κ representa a gravidade
superficial do buraco negro BTZ na˜o-comutativo dada por:
κ =
√
f ′(rˆ+)Q′(rˆ+) =
√
4rˆ2+
l4
− 2ΘBM
l2rˆ2+
. (4.38)
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Por outro lado, a probabilidade da part´ıcula atravessa a barreira de potencial e´
dada por:
Γ = exp [−2Im(I)] ⇒ Γ = exp
(
−4piE
κ
)
. (4.39)
Agora, comparando a equac¸a˜o acima com o fator de Boltzmann exp(−E/TH) podemos
obter a temperatura Hawking do buraco negro BTZ num plano de fundo na˜o-comutativo.
T˜H =
κ
4pi
=
1
4pi
√
4rˆ2+
l4
− 2ΘBM
l2rˆ2+
=
rˆ+
2pil2
(
1− ΘBr
2
+
4rˆ4+
)
+ ... , (4.40)
que em termos de r+ =
√
l2M , temos
T˜H =
r+
2pil2
(
1− Θ
2B2
16r4+
)
+ ... = Th − Θ
2B2
256pi4l8T 3h
+ ... , (4.41)
onde, Th = r+/(2pil
2) e´ a temperatura Hawking do buraco negro BTZ. O resultado acima
mostra que a correc¸a˜o na˜o comutativa para a temperatura Hawking ocorre somente para
termos de segunda ordem no paraˆmetro θ.
4.4 Buraco negro BTZ e o Princ´ıpio da Incerteza Ge-
neralizado
A mesma relac¸a˜o que utilizamos para calcular a temperatura corrigida devido ao
princ´ıpio da incerteza generalizado para Schwarzschild, e´ va´lida para o buraco negro BTZ.
Entretanto, neste momento, e´ interessante fazer alguns comenta´rios sobre a relac¸a˜o do
GUP em (2 + 1)-dimenso˜es, levando em conta o buraco negro BTZ. Vamos mais uma vez
considerar o GUP, dado por:
∆x∆p ≥ ~
[
1− αlp
~
∆p+
α2l2p
~2
(∆p)2
]
. (4.42)
Apesar desta fo´rmula ser escrita no espac¸o-tempo de quatro dimenso˜es, ela pode
ser trabalhada em (2 + 1)-dimenso˜es sob certa suposic¸a˜o - veja a seguir. Vamos calcular
a incerteza total da posic¸a˜o (MAGGIORE, 1993) considerando o buraco negro BTZ, isto
e´,
∆x = ∆x1 + ∆x2 ' λ
senφ
+
l
2
8G3∆M√
8G3M
≥ λ+ 4lG3√
8G3M
1
λ
. (4.43)
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Aqui, ∆x1 e´ a incerteza usual na posic¸a˜o de Heisenberg e ∆x2 = r+ (M + ∆M)− r+ (M)
e´ a incerteza adicional devido ao buraco negro BTZ, para J = 0 e ∆M M . Isto implica
que o GUP quadra´tico e´:
∆x∆p ≥ 1 + α2llp (∆p)2 , α2 = 4√
8G3M
, ∆p ∼ 1
λ
, (4.44)
onde reintegramos a constante de Newton em (2 + 1)-dimenso˜es G3 ∝ lp. Contudo, por
convenieˆncia, fazemos lp = 1 ou llp = 1 que torna a parte quadra´tica do formalismo do
GUP o mesmo. Ale´m disso, a parte quadra´tica do GUP e´ naturalmente consistente com a
geometria na˜o comutativa do espac¸o das posic¸o˜es. Em adic¸a˜o, a parte na˜o linear de (4.42)
e´ tambe´m consistente com a na˜o-comutatividade do espac¸o tempo (BASTOS et al., 2011)
e com teorias de relatividade duplamente especial (DSR). Os ca´lculos seguintes seguem
de forma semelhante ao que foi feito na sec¸a˜o de Schwarzschid e o GUP, ou seja, podemos
obter correc¸o˜es do tipo:
TGUP = T˜H
[
1− α
2(∆x)
+
α2
2(∆x)2
+ ...
]−1
. (4.45)
Desta forma, considerando o T˜H do buraco negro BTZ e a relac¸a˜o ∆x = 2rˆ+, podemos
obter correc¸o˜es para a temperatura deste buraco.
TGUP =
rˆ+
2pil2
(
1− ΘBr
2
+
4rˆ4+
+ ...
)[
1− α
4rˆ+
+
α2
8rˆ2+
+ ...
]−1
=
rˆ+
2pil2
(
1− ΘBr
2
+
4rˆ4+
+ ...
)[
1 +
α
4rˆ+
− α
2
8rˆ2+
+ ...
]
, (4.46)
que em termos de r+ = l
√
M (ja´ que estamos considerando J = 0) temos,
TGUP =
r+
2pil2
(
1− Θ
2B2
16r4+
+ ...
)[
1 +
α
4r+
(
1− ΘB
4r2+
+ ...
)
− α
2
8r2+
(
1− ΘB
2r2+
+ ...
)
+ ...
]
.(4.47)
Ou em termos da temperatura Th = r+/(2pil
2) do buraco negro BTZ, obtemos
TGUP = Th − Θ
2B2
256pi4l8T 3h
+
α
8pil2
− αΘB
128pi3l6T 2h
− α
2
32pi2l4Th
+
α2ΘB
256pi4l8T 3h
+ ... , (4.48)
e´ interessante perceber que o terceiro termo da equac¸a˜o acima na˜o depende do raio do
horizonte de eventos.
A seguir, iremos analisar as correc¸o˜es quaˆnticas devido ao princ´ıpio da incerteza
generalizado para a entropia, a densidade de energia e para o calor espec´ıfico. Agora,
vamos usar a relac¸a˜o usual entre temperatura e entropia de buracos negros para determinar
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a entropia do buraco negro BTZ em um plano de fundo na˜o-comutativo.
SGUP =
∫
dM
TGUP
= 4pil
√
M − piΘ
2B2
12l3M3/2
− piαln
(
l
√
M
)
− 1
8
piαΘB
l2M
− 1
2
piα2
l
√
M
+
1
12
piα2ΘB
l3M3/2
+ ...
= 4pir+ − piΘ
2B2
12r3+
− piαln(r+)− 1
8
piαΘB
r2+
− 1
2
piα2
r+
+
1
12
piα2ΘB
r3+
+ ... , (4.49)
e em termos da entropia S = 4pir+ = 4pil
√
M temos:
SGUP = S − 16pi
4Θ2B2
3S2
− piαln(S)− 2pi
3αΘB
S2
− 2pi
2α2
S
+
16
3
pi4α2ΘB
S3
+ ... . (4.50)
Encontramos correc¸o˜es para a entropia atrave´s do formalismo de tunelamento usando o
me´todo de Hamilton-Jacobi devido aos efeitos do princ´ıpio da incerteza generalizado. Note
que da equac¸a˜o acima para α = 0, encontramos que as correc¸o˜es para a entropia ocor-
rem somente para termos de segunda ordem do paraˆmetro Θ. Ale´m disso, encontramos
correc¸o˜es logar´ıtmicas para a entropia do buraco negro BTZ.
Continuando nosso estudo das propriedades termodinaˆmicas, vamos agora calcular
as correc¸o˜es para a densidade de energia como segue:
ρGUP = − 3
l2
∫
S ′(A)A−2dA , (4.51)
onde, S ′(A) = dS
dA
. Assim,
ρGUP =
3
l2A
− 3
2l2
αpi
A2
+
2
l2
pi2α2
A3
+
3αΘBpi3
l2A4
+
48
5l2
Θ2B2pi4
A5
− 48
5l2
α2ΘBpi4
A5
, (4.52)
e considerando que ρ = 3/(l2A) temos,
ρGUP = ρ− 1
6
piαl2ρ2 +
2
27
pi2α2l4ρ3 +
1
27
pi3αΘBl6ρ4
+
16
405
pi4Θ2B2l8ρ5 − 16
405
pi4α2ΘBl8ρ5 . (4.53)
O calor espec´ıfico a volume constante e´:
Cv = Th
(
∂S
∂Th
)
v
= 8pi2l2Th = 4pir+ , (4.54)
e as correc¸o˜es quaˆnticas para o calor espec´ıfico sa˜o encontradas na substituic¸a˜o de Th por
TGUP :
CvGUP = 8pi
2l2TGUP
= 8pi2l2
[
r+
2pil2
− Θ
2B2
32pil2r3+
+
α
8pil2
− αΘB
32pil2r2+
− α
2
16pil2r+
+
α2ΘB
32pil2r3+
+ ...
]
,(4.55)
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em termos de Th e Cv obtemos:
CvGUP = 8pi
2l2
[
Th − Θ
2B2
256pi4l8T 3h
+
α
8pil2
− αΘB
128pi3l6T 2h
− α
2
32pi2l4Th
+
α2ΘB
256pi4l8T 3h
+ ...
]
= Cv − 2pi
4Θ2B2
C3v
+ piα− pi
3αΘB
C2v
− pi
2α2
Cv
+
2pi4α2ΘB
C3v
+ ... . (4.56)
O esboc¸o para o calor espec´ıfico a volume constante e´ mostrado nas figuras 4.1 e 4.2
a seguir. Na Figura 4.1, o gra´fico mostra que o CvGUP e´ positivo, indicando que o buraco
negro BTZ na˜o-comutativo num plano de fundo na˜o-comutativo e´ esta´vel. Na Figura 4.2
analisamos o caso em que ΘB = α (ou em ate´ primeira ordem de α com ΘB 6= α) em que
o gra´fico mostra que CvGUP desaparece em horizonte de eventos cr´ıtico rΘ =
√
ΘB/2, e
fica negativo para r+ < rΘ (uma regia˜o na˜o-f´ısica). Por outro lado, para r+ > rΘ, CvGUP
e´ positivo, enta˜o para esta regia˜o do buraco negro BTZ no plano de fundo na˜o-comutativo
e´ esta´vel. Portanto, nossos resultados sa˜o semelhantes a`queles encontrados por Rahaman
(2013).
Figura 4.1: Calor espec´ıfico. Plot CvGUP vs. r+. Para α = 0.5 e ΘB = 0.1. Cv e´ o calor
espec´ıfico para ΘB = α = 0
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Figura 4.2: Calor espec´ıfico. Plot CvGUP vs. r+. Para ΘB = α = 0.5
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Cap´ıtulo 5
Concluso˜es
Para o desenvolvimento deste trabalho, consideramos as ide´ias propostas por Haw-
king, 1976, sobre radiac¸a˜o emitida por buracos negros. Em seus estudos, ele mostra que
algumas propriedades dos buracos negros como a a´rea do horizonte de eventos, a massa,
e a gravidade superficial teˆm correspondeˆncias diretas com propriedades termodinaˆmicas
como a entropia, a energia e a temperatura, respectivamente. No decorrer de nossa investi-
gac¸a˜o, analisamos correc¸o˜es quaˆnticas para estas propriedades termodinaˆmicas de buracos
negros num plano de fundo na˜o-comutativo. Com isto, encontramos modificac¸o˜es devido
a na˜o-comutatividade do espac¸o-tempo e devido ao princ´ıpio da incerteza generalizado
(GUP), que tem tido grande influeˆncia do estudo da gravidac¸a˜o quaˆntica.
Para encontrar as correc¸o˜es na temperatura, entropia e calor espec´ıfico utilizamos
o me´todo de Hamilton-Jacobi que consiste em partir da equac¸a˜o de Klein-Gordon para um
campo escalar (4.2), escrever este campo como uma aproximac¸a˜o WKB (4.3), de forma a
recairmos na equac¸a˜o de Hamilton-Jacobi relativ´ıstica (4.4) para ordens mais baixas de
~, propor uma separac¸a˜o de varia´veis do tipo (4.6) e (4.36), comparar a probabilidade de
tunelamento da part´ıcula com a func¸a˜o de partic¸a˜o e com isto encontrar uma forma de
calcular a temperatura Hawking. Sabendo a temperatura, podemos encontrar a entropia
e o calor espec´ıfico do buraco negro.
Inicialmente, consideramos a me´trica de Schwarzschild na˜o-comutativa, dada pela
equac¸a˜o (3.33), discutimos que, devido a na˜o-comutatividade do espac¸o-tempo, a delta de
Dirac passa a se tornar uma distribuic¸a˜o gaussiana de largura mı´nima
√
Θ. Desta forma, a
massa total parece ser espalhada, e na˜o concentrada num ponto. Mostramos que pro´ximo
ao horizonte de eventos a temperatura e´ corrigida por um fator que depende do paraˆmetro
Θ. Neste caso, tivemos que considerar rˆ2h/4Θ >> 1, porque na˜o t´ınhamos uma expressa˜o
exata para o raio de Schwarzschild na˜o-comutativo. Na sec¸a˜o 4.2, investigamos correc¸o˜es
para a temperatura, entropia e calor espec´ıfico devido ao GUP para este buraco negro.
Para a entropia, conclu´ımos que os dois primeiros termos da equac¸a˜o (4.24) concordam
com o caso dela ser calculada pela fo´rmula de Bekeinstein-Hawking (WEI et al., 2011),
ale´m disso, encontramos correc¸o˜es devido ao GUP com o logaritmo da massa M .
Nossas contribuic¸o˜es veˆm na sec¸a˜o 4.4, na qual consideramos a me´trica BTZ na˜o-
comutativa pro´ximo ao horizonte de eventos (4.31) e estudamos, mais uma vez, as propri-
edades termodinaˆmicas para este buraco negro. Encontramos uma expressa˜o da tempera-
tura, corrigida devido a na˜o-comutatividade, equac¸a˜o (4.41), a qual apresenta modifica-
c¸o˜es, apenas, em termos de segunda ordem no paraˆmetro Θ, ou seja, sa˜o correc¸o˜es muito
pequenas. Na sec¸a˜o 4.5, relacionamos esta temperatura com o GUP e encontramos, mais
uma vez, ale´m de correc¸o˜es devido a na˜o-comutatividade, correc¸o˜es devido ao GUP. Para
a temperatura (4.48), existe um fator de correc¸a˜o que independe do raio do horizonte de
eventos do buraco negro. Para entropia (4.50), quando o paraˆmetro α = 0, encontramos
correc¸o˜es que ocorrem somente para termos de segunda ordem de Θ e ainda, encontramos,
tambe´m, correc¸o˜es logar´ıtmicas. Para a expressa˜o do calor espec´ıfico a volume constante
(4.56), plotamos um gra´fico no qual percebemos que o buraco negro BTZ na˜o-comutativo
e´ esta´vel, concordando com os resultados encontrados por Rahaman (2013).
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Apeˆndice A
Demonstrac¸a˜o da me´trica de
Schwarzschild na˜o-comutativo
Podemos introduzir na origem de coordenadas uma distribuic¸a˜o de mate´ria esferi-
camente sime´trica de forma que a me´trica acima possa ser escrita como:
ds2 = a(r, t)dt2 + b(r, t)dr2 + 2c(r, t)dtdr + d(r, t)(dθ2 + sen2θdφ2) , (A.1)
onde a(r, t), b(r, t), c(r, t) e d(r, t) sa˜o func¸o˜es arbitra´rias da posic¸a˜o e do tempo.
Como as equac¸o˜es de campo de Einstein sa˜o invariantes por transformac¸o˜es de
coordenadas, vamos escolher um sistema que simplifique nosso problema, em outras pala-
vras, vamos diagonalizar a me´trica para tornar o elemento de linha mais simples. Assim
sendo, vamos considerar r′ = r′(r, t) e t′ = t′(r, t) e sendo p = p(r, t′) de modo que:
p(r, t′)dt′ = p(r, t′)
[(
∂t′
∂t
)2
dr2 + 2
(
∂t′
∂r
)(
∂t′
∂t
)
drdt+
(
∂t′
∂t
)2
dt2
]
. (A.2)
Escolhemos a func¸a˜o p(r, t′) de modo que satisfac¸a as seguintes equac¸o˜es (Carroll):
p(r, t′)
(
∂t′
∂t
)2
= a(r, t) , (A.3)
e
p(r, t′)
(
∂t′
∂t
)(
∂t′
∂r
)
= c(r, t) , (A.4)
se dividirmos (A.3) por (A.4), enta˜o podemos ver que t′ deve ser soluc¸a˜o da seguinte
equac¸a˜o diferencial:
a(r, t)
(
∂t′
∂r
)
− c(r, t)
(
∂t′
∂t
)
= 0 . (A.5)
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Enta˜o, substituindo (A.3) e (A.4) em (A.2)
p (r, t′) dt′2 − p (r, t′)
(
∂t′
∂r
)2
dr2 = a (r, t) dt2 + 2c (r, t) drdt , (A.6)
substituindo este resultado na equac¸a˜o (A.1) e retirando a linha, encontramos:
ds2 = p (r, t) dt2 + q (r, t) dr2 + d(r, t)
(
dθ2 + sen2θφ2
)
. (A.7)
Sendo a me´trica Lorentziana e escolhendo d(r, t) = r2, devemos ter p(r, t) negativo
e q(r, t) positivo. A u´ltima condic¸a˜o implica que o vetor raio e´ definido agora tal que um
caminho da circunfereˆncia de um c´ırculo, que tem como centro a origem de coordenadas,
e´ igual a 2pir. Isto e´ suficiente para expressar as func¸o˜es p(r, t) e q(r, t) em forma de
exponenciais, eν e e−λ onde ν e λ sa˜o func¸o˜es das novas coordenadas r′ e t′ (Carmeli),
assim temos:
ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2(dθ2 + sen2dφ2) . (A.8)
Vamos denotar as coordenadas t, r, θ e ϕ por, x0, x1, x2 e x3, respectivamente.
Desta forma, escrevemos o tensor me´trico da seguinte forma:
gµν = diag(−eν , eλ, r2, r2sen2θ) , (A.9)
onde a expressa˜o acima representa uma matriz diagonal representado pelos elementos
apresentados. E ainda, pela me´trica ser diagonal, podemos escrever gµν da seguinte ma-
neira:
gµν = diag(−e−ν , e−λ, r−2, r−2sen−2θ) . (A.10)
Para encontrar as equac¸o˜es diferenciais como func¸o˜es de ν e λ que satisfac¸am as
equac¸o˜es de Einstein, devemos primeiro calcular os s´ımbolos de Christoffell associado a
me´trica (A.10). Lembrando que:
Γµνα =
1
2
gµβ
[
∂gβα
∂xν
+
∂gβν
∂xα
− ∂gνα
∂xβ
]
, (A.11)
enta˜o,
Γ000 =
ν˙
2
, Γ001 = Γ
0
10 =
ν ′
2
, Γ011 =
λ˙
2
eλ−ν , Γ100 =
ν ′
2
eν−λ,
Γ101 = Γ
1
10 =
λ˙
2
, Γ111 =
λ′
2
, Γ122 = −re−λ, Γ133 = −rsen2(θ)e−λ , (A.12)
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Γ212 = Γ
2
21 =
1
r
, Γ233 = −sen(θ)cos(θ), Γ313 = Γ331 =
1
r
, Γ323 = Γ
3
32 = cotg(θ) .
onde o ponto representa a derivada da func¸a˜o com respeito ao tempo e a linha reperesenta
a derivada da func¸a˜o com respeito a coordenada r.
A partir destes s´ımbolos, calculamos os componentes do tensor de Ricci e do tensor
de Einstien: Gν
µ = Rν
µ − 1
2
δν
µR. Sendo assim obdemos:
G0
0 = −e−λ
(
1
r2
− λ
′
r
)
+
1
r2
= 8piT0
0 , (A.13)
G0
1 = −1
2
e−λ
λ˙
r
= 8piT0
1 , (A.14)
G1
1 = −e−λ
(
ν ′
r
+
1
r2
)
+
1
r2
= 8piT1
1 , (A.15)
G2
2 = −1
2
e−λ
(
ν ′′ +
v
′2
2
+
ν ′ − λ′
r
− ν
′λ′
2
)
+
1
2
e−ν
(
λ˙+
λ˙2
2
− ν˙λ˙
2
)
= 8piT2
2 , (A.16)
G3
3 = G2
2 = 8piT3
3 . (A.17)
O tensor energia-momento na˜o e´ nulo fora da fonte do campo gravitacional neste
caso, diferente do caso usual, enta˜o:
e−λ
(
ν ′
r
+
1
r2
)
− 1
r2
= 8piT1
1 , (A.18)
e−λ
(
1
r2
− λ
′
r
)
− 1
r2
= 8piT0
0 , (A.19)
λ˙ = 0 . (A.20)
subtraindo (A.19) de (A.18), obtemos:
ν ′ + λ′ = T00 − T11 . (A.21)
Para manter a forma da me´trica de Schwarzschild usual precisamos impor que T0
0 = T1
1.
Fazendo isto temos:
ν ′ + λ′ = 0 . (A.22)
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e consequentemente,
ν + λ = f(x0) . (A.23)
Por outro lado, se escolhermos o intervalo ds2 sob a forma (A.8), temos a possibi-
lidade de fazer uma transformac¸a˜o arbitra´ria do tempo da forma x0 = h(x′0) sem que a
forma do elemento de linha seja alterada, ale´m disso, essa transformac¸a˜o permite somar
a func¸a˜o ν uma func¸a˜o arbitra´ria do tempo, que permite sempre anular f(t) em (A.23).
Assim, para a transformac¸a˜o de coordenadas, devemos ter f = 0, de forma que ν = −λ.
Consequentemente, vemos que tanto λ quanto ν sa˜o func¸o˜es independentes de t, o que
quer dizer que para um campo gravitacional esfericamente sime´trico no va´cuo e´ automa-
ticamente esta´tico (CARMELLI). Observe ainda que a dependeˆncia temporal da me´trica
pode ser eliminada por meio de uma transformac¸a˜o de coordenadas apropriada (Teorema
de Birkhoff )
Considerando o tensor energia-momento do buraco negro de Schwarzschild no plano
de fundo na˜o-comutativo como sendo
Tµ
ν = diag
(
−ρΘ,−ρΘ,−ρΘ − 1
2
r∂rρΘ,−ρΘ − 1
2
r∂rρΘ
)
, (A.24)
(e mais na frente veremos porque ele possui esta forma) podemos manipular a equac¸a˜o
(A.19) como segue.
e−λ
(
1
r2
− λ
′
r
)
− 1
r2
= −8piρΘ ⇒ 1
r2
(
e−λ − re−λλ′)− 1
r2
= −8piρΘ ⇒
d
dr
(
re−λ
)− 1 = −8piρΘr2 ⇒ re−λ − r = −2∫ r
0
4pir2ρΘdr ⇒
e−λ = 1− 2m(r)
r
, (A.25)
onde
m(r) =
∫ r
0
4pir2ρΘdr . (A.26)
Como visto no cap´ıtulo da na˜o-comutatividade, as coordenadas passam a na˜o co-
mutarem para escalas da ordem de lp e com isso a noc¸a˜o de ponto na˜o faz mais sentido,
modificando esta estrutura no espac¸o-tempo na˜o-comutativo numa estrutura difusa, a
chamada ce´lula de Plank. Desta forma, a posic¸a˜o descrita pela delta de Dirac passa a ser
representada por uma distribuic¸a˜o Gaussiana de comprimento mı´nimo
√
Θ, dada por:
ρΘ =
M
(4piΘ)3/2
exp
(−r2/4Θ) . (A.27)
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Redefinindo uma nova varia´vel x = r2/4Θ e usando a condic¸a˜o acima podemos
reorganizar a equac¸a˜o (A.26) de modo que:
m(r) =
2M√
pi
∫ r2/4Θ
0
x1/2e−xdx ⇒ m(r) = 2M√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)
, (A.28)
onde,
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)
≡
∫ r2/4Θ
0
x1/2e−xdx , (A.29)
e´ a func¸a˜o gamma incompleta. Finalmente, a me´trica de Schwarzschild na˜o-comutativa
pode ser escrita como sendo:
ds2 = −
[
1− 4M
r
√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)]
dt2 +
[
1− 4M
r
√
pi
γ
(
3
2
,
r2
4Θ
)]−1
dr2 − r2 (dθ2 + sen2θdφ2) .(A.30)
Para encontrar esta soluc¸a˜o levamos em considerac¸a˜o o tensor energia-momento
dado pela equac¸a˜o (A.24). Entretanto, para encontra-lo devemos considerar que ∇νTµν =
0, devido a conservac¸a˜o da energia, o que implica em
∂νTµ
ν − ΓαµνTαν + ΓνναTµα = 0 ⇒
∂rTr
r − Γ001
(
T0
0 − T11
)− Γ221 (T22 − T11)− Γ331 (T33 − T11) = 0 . (A.31)
Os u´nicos s´ımbolos de Christoffel diferentes de zero sa˜o:
Γ001 =
1
2
g00∂rg00 , Γ
2
21 =
1
2
gθθ∂rgθθ e Γ
3
31 =
1
2
gθθ∂rgθθ , (A.32)
e levando em considerac¸a˜o que devido a simetria esfe´rica T2
2 = T3
3 assim,
∂rTr
r − 1
2
g00∂rg00
(
Tr
r − T00
)
+ gθθ∂rgθθ
(
Tr
r − Tθθ
)
= 0 . (A.33)
Afim de preservar a propriedade tipo Schwarzschild: g00 = −1/g11, enta˜o precisa-
mos que T0
0 = Tr
r = −ρΘ(NICOLINI et al, 2005). Desta forma podemos obter:
Tθ
θ = −ρΘ − 2
r
∂rρΘ . (A.34)
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